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PRÉFACE. 


Cette  nouvelle  édition  ne  diffère  pas  essentiellement 
de  la  première.  Toutefois,  la  distinction  des  matières 
y  est  rendue  plus  sensible  par  la  division  en  livres,  et 
en  chapitres  assez  nombreux.  Des  développements 
nouveaux  ont  été  introduits  sur  plusieurs  points  im- 
portants, particulièrement  sur  le  mouvement  relatif 
produit  par  des  forces  données;  et  sur  le  mouvement 
considéré  en  lui-même,  et  indépendamment  des 
causes  qui  le  produisent.  . 

Quant  à  la  marche  générale,  et  aux  divisions  prin- 
cipales, elles  sont  restées  entièrement  les  mêmes. 
Nous  traitons  d'abord  de  l'équilibre,  puis  du  mouve- 
ment des  systèmes  de  points,  soit  rigides,  soit  va- 
riables de  figure;  ce  qui  constitue  la  Statique  et  la 
Dynamique  proprement  dites. 

Il  nous  a  paru  qu'il  était  convenable  de  présenter 
sans  interruption  tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  Sta- 
tique, afin  que  l'on  saisît  mieux  la  liaison  des  diffé- 
rentes parties.  Mais,  dans  la  pratique  de  l'enseigne- 
ment, on  peut,  sans  inconvénient,  interrompre  la 
Statique  avant  la  démonstration  de  ses  principes  les 
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plus  généraux,  et  commencer  l'étude  de  la  Dyna- 
mique; puis  revenir  à  la  Statique  et  achever  ensuite 
la  Dynamique  :  les  théories  de  l'équilibre  précédant 
toujours  les  correspondantes  dans  l'étude  du  mouve- 
ment. Le  professeur  rétablira  facilement  l'enchaîne- 
ment que  ces  interruptions  pourraient  rendre  moins 
sensible. 

Cette  subordination  de  la  Dynamique  à  la  Statique, 
adoptée  le  plus  ordinairement  dans  l'enseignement 
de  la  Mécanique  rationnelle,  n'a  point  été  choisie  ar- 
bitrairement; elle  tient  au  fond  même  des  choses,  et 
l'étude  de  l'équilibre  doit  naturellement  précéder 
celle  du  mouvement.  Qu'on  nous  permette  quelques 
réflexions  à  ce  sujet. 

Remarquons  d'abord  que  c'est  dans  cet  ordre  que 
la  science  a  été  formée.  Dix-huit  siècles  séparent  l'ori- 
gine de  la  Statique  de  celle  de  la  Dynamique,  c'est-à- 
dire  Archimède  de  Galilée.  Mais  cette  considération, 
quelque  importante  qu'elle  soit,  ne  suffirait  pas  dans 
une  question  aussi  grave,  et  qui  a,  même  en  ce  mo- 
ment, une  certaine  opportunité.  Elle  demande  à  être 
examinée  en  elle-même;  et  c'est  ce  que  nous  allons 
faire  en  peu  de  mots. 

Et  d'abord,  l'équilibre  est-il  simplement  une  con- 
ception de  notre  esprit,  propre  à  faciliter  l'accès  à  la 
science  du  mouvement,  ou  bien  est-il  utile  à  étudier 
en  lui-même?  A-t-il  des  applications  importantes  et 
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nombreuses  dans  la  vie  ordinaire?  Quelques  exem- 
ples suffiront  pour  rendre  la  réponse  bien  facile. 

Dans  les  relations  des  hommes  entre  eux,  la  mesure 
des  poids  est  aussi  nécessaire  et  aussi  usuelle  que  celle 
des  quantités  géométriques.  Or  cette  mesure  s'opère 
au  moyen  de  divers  instruments  dont  l'emploi  est 
fondé  sur  les  conditions  d'équilibre  des  forces  paral- 
lèles. C'est  même  là  la  première  question  de  Statique 
dont  Archimède  ait  donné  la  solution. 

La  considération  de  l'équilibre  se  trouve  encore 
dans  les  voûtes  et  les  charpentes,  qui  forment  une 
partie  si  essentielle  des  édifices  de  tout  genre.  Elle  se 
trouve  dans  la  construction  des  vaisseaux,  des  ponts 
de  toute  espèce  et  d'une  foule  d'appareils  qu'il  serait 
impossible  d'énumérer.  On  comprend  facilement  de 
quelle  importance  il  est  de  calculer  les  efforts  exer- 
cés en  chaque  point  et  d'y  proportionner  les  ré- 
sistances qui  assurent  la  solidité  de  l'ensemble.  Or, 
dans  toutes  ces  questions,  il  n'y  a  que  des  conditions 
d'équilibre;  les  lois  du  mouvement  n'y  jouent  aucun 
rôle. 

L'équilibre  des  fluides  présente  encore  des  applica- 
tions de  la  plus  grande  utilité.  Nous  nous  bornons  à 
indiquer  l'aréométrie,  la  théorie  du  flottement  des 
corps  à  la  surface  des  eaux,  et  la  mesure  des  hauteurs 
par  le  baromètre. 

Enfin,  les  conditions  de  l'équilibre,  dans   les  ma 
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chines  de  tout  genre,  nous  offrent  des  applications 
dont  on  ne  peut  méconnaître  l'importance.  Les  ma- 
chines sont  destinées  sans  doute  à  être  mises  en  mou- 
vement; mais  c'est  déjà  beaucoup  que  de  connaître 
les  relations  entre  les  forces  qui  s'y  font  équilibre.  On 
peut  alors  proportionner  les  différentes  parties  de  la 
machine  que  l'on  considère,  de  manière  à  ce  que  les 
forces  dont  on  dispose  puissent  exactement  balancer 
l'effort  que  l'on  veut  vaincre.  On  sait  ainsi  quelle 
grandeur  il  faudrait  donner  à  une  force  pour  déter- 
miner le  mouvement  de  la  machine  dans  le  sens  où 
elle  agit;  car  il  suffirait  qu'elle  fût  supérieure  à  celle 
qui  établit  l'équilibre. 

Il  est  bien  entendu  qu'on  tiendra  compte  de  la 
force  que  produit  le  frottement,  et  qui  entre  quelque- 
fois pour  beaucoup  dans  le  maintien  de  l'équilibre. 
Dans  l'exposition  de  la  théorie,  on  suppose  d'abord 
qu'on  en  fasse  abstraction,  et  l'on  cherche  les  condi- 
tions d'équilibre  de  l'appareil  que  l'on  considère,  en 
ne  tenant  compte  que  des  liaisons  géométriques  qui 
le  définissent,  et  en  lui  supposant  appliquées  des 
forces  quelconques.  Lorsqu'ensuite  on  veut  traiter 
les  machines  telles  qu'elles  sont  dans  la  pratique,  il 
suffit  de  joindre  aux  forces  données  celles  qui  pro- 
viennent du  frottement,  et  même  d'autres  résistances 
dont  nous  ne  parlons  pas  ici. 

Les  conditions  d'équilibre  conduisent  encore  à  une 
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notion  de  la  plus  grande  importance  dans  la  théorie 
des  machines;  celle  de  l'égalité  entre  la  quantité  de 
travail  dépensée  et  la  quantité  de  travail  produite 
lorsque  le  mouvement  est  uniforme,  c'est-à-dire 
lorsque  les  forces  appliquées  à  la  machine  y  sont  en 
équilibre.  Le  travail  produit  se  composant  du  travail 
utile  et  de  celui  des  résistances  que  l'on  ne  peut  en- 
tièrement éviter,  il  en  résulte  qu'une  machine  fournit 
toujours  moins  de  travail  utile  qu'elle  n'en  consomme. 
Il  manque  sans  doute  quelque  chose  à  la  démonstra- 
tion générale  de  ce  théorème,  parce  que  le  mouvement 
ne  peut  pas  toujours  être  rendu  uniforme,  quoiqu'on 
y  tende  le  plus  possible;  mais  les  cas  simples  où  l'on 
peut  l'établir,  suffisent  pour  prévenir  les  illusions  fâ- 
cheuses que  l'on  pourrait  se  faire  sur  l'utilité  des  ma- 
chines, et  pour  bien  faire  comprendre  quelles  ont 
pour  objet  de  transformer,  mais  non  d'augmenter,  la 
quantité  de  travail  qu'on  y  introduit. 

Sans  entrer  dans  de  plus  grands  développements, 
nous  croyons  qu'on  admettra  comme  incontestable 
l'utilité  de  l'étude  de  l'équilibre,  indépendamment  de 
toute  application  à  celle  du  mouvement.  Ajoutons 
que  celle-ci  est  beaucoup  plus  difficile  que  la  pre- 
mière, et  qu'elle  s'y  ramène  immédiatement  au  moyen 
du  principe  de  d'Alembert.  Mais  une  considération 
plus  puissante  encore  est  celle  des  principes  sur  les- 
quels ces  deux  sciences  sont  fondées.  Elles  dépendent 
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l'une  et  l'autre,  à  des  degrés  différents,  des  lois  as- 
signées au  monde  matériel.  Leurs  bases  doivent  donc 
être  des  résultats  de  l'observation,  ou  des  hypothèses. 
Or  la  science  du  mouvement  en  exige  un  plus  grand 
nombre  que  celle  de  l'équilibre;  et,  si  certaines  lois 
de  la  nature  étaient  modifiées,  la  Dynamique  serait 
entièrement  changée,  tandis  que  la  Statique  reste- 
rait encore  ce  qu'elle  est.  Ce  serait  donc  renverser 
l'ordre  naturel  des  choses  que  de  présenter  la  théorie 
des  mouvements  produits  par  les  forces,  avant  celle 
de  leur  équilibre.  Toute  tentative  de  ce  genre  serait, 
à  nos  yeux,  un  pas  rétrograde;  et  le  succès  qu'elle 
pourrait  avoir  ne  saurait  être  durable. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS   GÉNÉRALES. 

\  .  On  dit  qu'un  point  est  en  repos  lorsqu'il  occupe  con- 
stamment la  munie  position  dans  l'espace;  et  qu'il  est  en 
mouvement  lorsque  cette  position  change  dune  manière 
continue.  Nous  ne  pouvons  par  aucun  moyen  reconnaître 
si  un  point  est  en  repos  ou  en  mouvement,  parce  que  nous 
ne  connaissons  pas  d'objets  fixes  auxquels  nous  puissions 
rapporter  sa  position  :  seulement  nous  pouvons  affirmer 
que  si  la  position  relative  de  plusieurs  points  n'est  pas 
restée  la  même,  il  y  en  a  un  certain  nombre  dont  la  posi- 
tion absolue  a  changé. 

Lorsqu'un  grand  nombre  d'objets  conservent  la  même  po- 
sition relative,  on  est  porté  à  les  juger  en  repos;  et  si  l'un 
d'eux  change  de  place  par  rapport  au  système,  c'est  à  lui 
qu'on  attribue  le  mouvement.  C'est  ainsi  que  l'on  a  cru 
pendant  si  longtemps  la  terre  immobile  dans  l'espace.  I  ne 
étude  approfondie  des  phénomènes  peut  modifier  cette  pre- 
mière impression;  mais  on  ne  peut  jamais  avoir  de  cerii- 
i.  i 
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ludc  à  cet  égard  ,  et  les  principes  sur  le  mouvement  absolu, 
auxquels  on  est  conduit  par  l'observation  des  mouvements 
relatifs,  ne  sont  que  des  inductions  qui  peuvent  avoir  une 
grande  probabilité,  mais  qui  ont  toujours  besoin  d'être 
vérifiées  par  l'accord  entre  les  conséquences  logiques  aux- 
quelles elles  conduisent  et  les  phénomènes  observés  direc- 
tement. 

2.  Forces. — Le  principe  le  plus  simple  auquel  on  parvient 
de  celle  manière  consiste  en  ce  qu'un  point  qui  est  en  repos 
absolu  y  resterait  indéfiniment  s'il  ne  survenait  certaines 
causes  en  dehors  de  lui  qui  le  missent  en  mouvement.  Ces 
causes  se  nomment  des  forces,  et  la  direction  d'une  force 
est  celle  de  la  ligne  suivant  laquelle  le  point  se  mouvrait 
en  vertu  de  son  action,  s'il  était  entièrement  libre. 

La  notion  des  forces  est  une  des  plus  simples  et  des  plus 
incontestables 5  elle  nous  vient  de  l'expérience  de  tous  les 
instants.  Nous  ne  pouvons  déranger  un  corps  de  la  position 
qu'il  occupe  sans  avoir  le  sentiment  d'un  effort;  nous  l'é- 
prouvons de  même  pour  soutenir  un  corps  pesant,  et  nous 
avons  bientôt  l'idée  d'un  effort  plus  grand  ou  plus  petit, 
avant  d'avoir  des  moyens  précis  de  comparaison.  11  faut 
donc  bien  se  garder  de  dire  que  la  notion  des  forces  ait  rien 
d'hypothétique.  Elle  est  aussi  certaine  que  tout  ce  qui  nous 
vient  de  l'expérience.  Quant  à  leur  nature  intime,  elle  ne 
sera  pas  plus  l'objet  de  nos  études  que  ne  le  sera  l'essence 
de  la  matière  elle-même.  En  cela,  comme  en  tout  ce  qui 
dépend  de  notre  système  du  monde,  nous  partirons  de  don- 
nées expérimentales  bien  constatées,  et  nous  n'emploierons 
le  raisonnement  qu'à  en  développer  les  conséquences. 

On  dit  que  des  forces  sont  égales  lorsque,  appliquées  en 
sens  contraires  à  un  même  point  libre  et  en  repos,  elles  ne 
lui  font  prendre  aucun  mouvement.  La  nolion  de  l'égalité 
conduit  à  celle  du  rapport  quelconque,  en  entendant  par 
somme  de  plusieurs  forces  la  forée  qui  peut  remplacer  l'en- 
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semble  des  premières  sollicitant  le  même  point  dans  la 
même  direction.  Les  forces,  pouvant  ainsi  être  évaluées  en 
nombres,  peuvent  aussi  être  représentées  par  des  longueurs; 
et  il  sera  commode  de  prendre  ces  longueurs  sur  la  direc- 
tion suivant  laquelle  elles  agissent ,  et  à  partir  du  point  au- 
quel elles  sont  appliquées. 

3.  Masse, —  L'expérience  montre  que  la  même  force  ne 
produit  pas  toujours  un  mouvement  identique  quand  elle 
est  appliquée  à  des  corps  différents.  Ce  fait  donne  lieu  à  uni! 
notion  nouvelle  qui  est  celle  de  masse. 

On  dit  que  deux  corps  d'espèce  quelconque  ont  même 
niasse  lorsque  des  forces  égales  produisent  des  mouvements 
identiques  sur  ces  corps  libres  et  partant  du  repos.  Si  on 
lie  ensemble  deux  corps ,  on  en  forme  un  nouveau  dont  la 
masse  est  dite  la  somme  des  masses  des  deux  autres.  L'idée 
de  masses  égales  conduit  à  celle  de  masses  dans  un  rapport 
quelconque  -,  et  les  masses  de  tous  les  corps  peuvent  être  re- 
présentées par  des  nombres ,  si  on  les  rapporte  à  celle  d'un 
volume  connu  d'une  matière  déterminée. 

On  voit  par  là  que  des  corps  formés  d'une  même  sub- 
stance homogène  ont  des  masses  proportionnelles  à  leurs 
volumes,  et,  par  conséquent,  aux  quantités  de  matière  qu'ils 
renferment.  Mais,  comme  on  ne  pourrait  attacher  aucun 
sens  précis  à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  de 
deux  substances  différentes,  ni  surtout  en  tirer  aucunes 
conséquences  relativement  aux  effets  des  forces,  on  n'a  di'i 
admettre  d'autres  caractères  dis tinc tifs  entre  les  différents 
corps  et  les  différentes  substances  ,  que  ceux  qui  dépendent 
delà  manière  dont  ils  se  comportent  sous  l'action  des  forces 
qui  les  mettent  en  mouvement. 

La  notion  de  la  masse  offre  donc  cette  différence  essen- 
tielle avec  celle  de  la  force,  qu'elle  ne  saurait  s'acquérir 
comme  elle  par  l'équilibre,  et  qu'elle  ne  peut  se  déduire 
que  de  la  considération  du  mouvement. 
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4.  Densité.  —  La  densité  d'un  corps  homogène  est  la  masse 
renfermée  sous  l'unité  de  volume;  elle  est,  par  conséquent, 
le  rapport  de  la  masse  renfermée  sous  un  volume  quel- 
conque à  ce  volume. 

Lorsqu'un  corps  n'est  pas  homogène,  la  densité  en  un 
quelconque  de  ses  points  est  la  densité  moyenne  d'une  por- 
tion infiniment  petite  du  corps  dans  laquelle  se  trouve  ce 
point 5  ou,  en  d'autres  termes,  la  limite  du  rapport  de  la 
niasse  renfermée  dans  cette  portion  à  son  volume,  quand  il 
tend  vers  la  limite  zéro. 

Lorsque  des  forces  sont  appliquées  à  un  système  de 
points,  ayant  entre  eux  des  liaisons  quelconques,  il  est  pos- 
sible qu'elles  produisent  un  mouvement,  comme  il  est  pos- 
sible aussi  qu'elles  s'entre-délruisent,  et  que  le  système 
reste  en  repos;  dans  ce  dernier  cas,  on  dit  que  ces  forces 
sont  en  équilibre. 

L'ensemble  des  lois  de  l'équilibre  forme  ce  que  l'on  ap- 
pelle la  statique;  les  lois  du  mouvement  forment  ce  que 
Ton  appelle  la  dynamique  ;  et  la  réunion  de  ces  deux  bran- 
ches constitue  la  science  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de 
mécanique. 

Remarques  générales. 

5.  Lorsqu'un  système  de  points  est  en  équilibre,  on  ne 
détruit  pas  cet  état  en  fixant  un  ou  plusieurs  de  ces  points, 
ou  en  établissant  entre  eux  des  liaisons  nouvelles. 

On  peut  encore,  sans  rompre  l'équilibre,  introduire  de 
nouvelles  forces  telles,  qu'elles  se  détruiraient  si  elles  agis- 
saient seules  sur  le  système  de  points  donné;  ou  supprimer 
des  forces  qui  se  détruisent  effectivement  par  les  efforts 
qu'elles  exercent  sur  ce  système. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  qu'il  ne  suffirait  pas  que  ces 
dernières  fussent  en  équilibre  dans  le  cas  où  elles  agiraient 
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seules  sur  le  système.  Si  elles  ne  produisent  pas  réellement 
les  efforts  qu'elles  produiraient  si  elles  étaient  seules,  elles 
ne  se  détruisent  pas  entre  elles,  et,  dès  lors,  on  ne  saurait 
affirmer  que  1  équilibre  ne  sera  pas  rompu  si  on  les  sup- 
prime. 

Enfin  on  peut,  sans  détruire  l'équilibre,  supprimer  un 
groupe  de  forces  telles,  que  des  forces  respectivement  égales 
et  appliquées  aux  mêmes  points  en  sens  contraire  seraient 
en  équilibre  si  elles  existaient  seules  sur  le  système.  En  ef- 
fet, on  ne  dérange  pas  l'équilibre  primitif  en  introduisant 
ces  dernières  forces  ;  mais  chacune  d'elles  détruisant  la  force 
égale  et  contraire  appliquée  au  même  point,  on  peut  les 
supprimer  l'une  et  l'autre  en  chaque  point  sans  déranger 
l'équilibre,  et  il  ne  reste  plus  que  les  forces  primitives, 
moins  le  groupe  en  question. 

Ces  principes,  bien  simples,  sont  d'une  grande  utilité,  à 
cause  des  transformations  sans  nombre  qu'ils  permettent 
de  faire. 

Changement  du  point  (V application  d'une  force. 

0.  Lorsqu'une  force  P  est  appliquée  à  un  point  libre  A, 
on  peut,  sans  changer  son  effet,  quel  qu'il  soit,  l'appliquer 
à  tout  autre  point  B  de  sa  direction,  pourvu  que  ce  point 
soit  lié  invariablement  au  premier.  Si  le  point  B  est  situé 
par  rapport  à  A  du  côté  où  s'exerce  l'action  de  la  force  P, 
il  suilit  que  la  distance  AB  ne  puisse  augmenter  5  ce  qui  sera 
le  cas,  par  exemple,  où  ces  deux  points  seraient  liés  par  un 
corps  extrêmement  délié,  éminemment  flexible  et  inexten- 
sible. jNous  donnerons  dorénavant  le  nom  de  fil  à  un  pareil 
corps,  et  nous  le  considérerons  comme  n'ayant  de  dimen- 
sion que  dans  le  sens  de  la  longueur.  Si  le  point  B  était  de 
l'autre  côté  de  A  ,  il  suffirait  que  la  distance  AB  ne  pût  di- 
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minuer,  comme  cela  arriverait  si  le  point  B  était  posé  contre 
un  obstacle  inflexible  lié  invariablement  au  point  A. 

Pour  le  démontrer,  dans  le  premier  de  ces  deux  cas, 
appliquons  aux  extrémités  de  la  droite  inextensible  AB 
(  fig.  i  )  deux  forces  égales  à  P ,  et  agissant  suivant  la 
droite  AB  dans  les  directions  AP',  BP";  elles  se  détruiront 
évidemment,  à  cause  de  la  symétrie  dans  les  deux  sens,  et 
le  système  ne  sera  pas  changé.  Mais  les  deux  forces  égales  P, 
P',  appliquées  au  même  point  en  sens  contraires,  se  détrui- 
sent, et  il  ne  reste  plus  que  la  force  P",  qui  n'est  autre  que 
la  force  P  transportée  au  point  B  de  sa  direction.  On  rai- 
sonnerait d'une  manière  analogue  si  le  point  B  était  situé 
de  l'autre  côté  du  point  A. 

7.  Mais  il  est  important  de  remarquer  que  la  force  ne  sau- 
rait être  transportée  parallèlement  à  elle-même  en  un  point 
qui  ne  serait  pas  sur  sa  première  direction  ,  et  plus  généra- 
lement qu'une  force  ne  peut  être  remplacée,  sur  un  système 
libre,  par  une  autre  qui  n  agirait  pas  suivant  la  même  ligne 
droite. 

Pour  cela ,  on  observera  d'abord  que  deux  forces  qui  ne 
sont  pas  directement  opposées  ne  peuvent  jamais  se  dé- 
truire, sur  un  système  de  points  entièrement  libre.  En  ef- 
fet, si  elles  étaient  en  équilibre,  elles  y  seraient  encore  lors- 
que l'on  fixerait  le  point  d'application  de  l'une  d'elles,  ce 
qui  détruirait  son  action.  Il  ne  resterait  donc  plus  qu'une 
seule  force  dont  la  direction  ne  passerait  pas  par  le  point 
iixe  autour  duquel  le  système  peut  tourner  :  or  nous  ad- 
mettons, comme  une  des  données  premières  de  l'expérience, 
que,  dans  ce  cas,  la  force  le  mettra  en  mouvement.  D'où 
il  résulte  que  les  deux  forces  en  question  n'étaient  pas  en 
équilibre. 

Cela  posé,  soient  A  (Jig-  '-*)  le  point  auquel  est  appli- 
quée une  foi  ce  P,  et  B  un  point  lié  invariablement  au  pre- 
mier. L'effet  de  la  force  P  ne  sera  pas  changé,  si  nous  ap- 
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pliquons  eu  li  deux  forces  P',  P"  égales,  parallèles  à  une 
certaine  direction  quelconque  et  de  sens  contraire.  Or,  pour 
que  le  système  se  réduisit  à  la  force  P",  il  faudrait  que  P 
et  P'  se  détruisissent,  ce  que  nous  venons  de  démontrer  im- 
possible. Donc  la  force  P  ne  peut  être  remplacée  par  au- 
cune force  appliquée  en  un  point  situé  hors  de  sa  direction 
primitive.  Kt,  par  conséquent,  toutes  les  fois  qu'on  pourra 
prouver  qu'une  force,  agissant  sur  un  système  libre,  peut, 
sans  changer  d'effet,  être  remplacée  par  une  autre,  appli- 
quée en  un  certain  point,  on  en  conclura  nécessairement 
que  sa  direction  passait  par  ce  point.  11  est  facile  de  recon- 
naître, en  outre,  que  celle  nouvelle  force  doil  être  égale  à 
la  première 5  car  il  a  été  démontré  que,  dans  la  position  où 
(■lie  se  trouve,  elle  pourrait  remplacer  la  première  si  elle 
lui  était  égale  ;  donc,  si  elle  était  plus  grande  ou  plus  petite, 
elle  ne  produirait  pas  le  même  effet  que  la  première,  ce  qui 
est  contre  1  hypothèse. 

8.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  montrer,  par  un 
exemple  très-simple,  combien  il  est  nécessaire  d'avoir 
égard  à  l'observation  que  nous  avons  faite  au  sujet  d'un  des 
principes  précédents. 

Soient  A  et  B  (Jig.  3)  deux  points  liés  de  telle  sorte, 
qu'ils  ne  puissent  s'éloigner  l'un  de  l'autre,  mais  qu'ils 
puissent  se  rapprocher.  Que  l'on  applique  au  point  A  deux 
forces  égales  et  contraires  P,  P'  dans  la  direction  de  la 
droite  AB,  et  (pie  1  on  applique  à  0  deux  forces  Q,  Q'  égales 
aux  premières,  et  agissant  en  sens  contraire  suivant  la  li- 
gne A13.  Il  y  aura  équilibre  dans  le  système,  puisqu'il  y  a 
équilibre  en  chaque  point.  Or  les  deux  forces  P,  Q'  sciaient 
en  équilibre  si  elles  agissaient  seules  sur  le  système  AU,  et 
cependant  on  ne  peut  les  supprimer  sans  rompre  l'équilibre 
des  quatre  forces  5  car  il  resterait  les  deux  forces  P' et  Q, 
qui  ne  se  détruiraient  pas,  puisque  les  deux  points  A  et  b 
peuvent  se  rapprocher  par  hypothèse.  Or  il  est  facile  de  re 
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connaître  que  le  groupe  P,  Q'  ne  rentre  dans  aucun  des  deux 
cas  que  nous  avons  indiqués  précédemment. 

En  premier  lieu ,  les  deux  forces  P  et  Q'  ne  se  détruisent 
pas  effectivement,  et  ne  produisent  pas  sur  AB  l'effort 
qu'elles  produiraient  si  elles  y  étaient  seules  appliquées.  La 
force  P  est  détruite  par  P',  et  n'agit  que  sur  le  point  A;  il 
en  est  de  même  des  forces  Q  et  Q'en  B,  et  il  n'en  résulte 
aucune  action  entre  les  points  A  et  B,  qui  ne  cesseraient 
pas  d'être  en  équilibre  quand  même  il  n'existerait  aucune 
liaison  entre  eux. 

En  second  lieu,  les  forces  P'  et  Q,  égales  et  opposées  à  P 
et  Q',  ne  seraient  pas  en  équilibre  si  elles  agissaient  seules 
sur  le  système,  puisque  les  points  A  et  B  peuvent  se  rap- 
procher. 

Donc  enfin,  ou  ne  pouvait  affirmer  qu'en  supprimant 
les  forces  P  et  Q'  on  ne  détruisait  pas  l'équilibre-,  et  nous 
avons  vu  qu'effectivement  il  se  trouverait  détruit  par  cette 
suppression. 

ComjHjsanlts  cl  résultante. 

9.  Considérons  un  système  de  points  liés  entre  eux  inva- 
riablement et  entièrement  libre  dans  l'espace;  si  des  forces 
appliquées  à  ce  système  sont  telles,  qu'il  y  aurait  équilibre 
en  introduisant  une  nouvelle  force  P,  l'ensemble  des  pre- 
mières pouvait  être  remplacé  par  une  seule  force  égale  et 
directement  opposée  à  P.  En  effet,  on  ne  changera  pas 
l'effet  des  premières  forces  en  introduisant  la  force  P  con- 
jointement avec  une  autre  égale  et  opposée.  Or,  par  hypo- 
thèse, P  détruit  l'ensemble  des  premières-,  donc  il  ne  reste 
que  la  force  égale  et  opposée  à  P.  Cette  force  unique,  qui 
peut  en  remplacer  plusieurs  autres,  s'appelle  leur  rèsul- 
tante,  et  les  premières  s  appellent  ses  composantes  :  on 
voit  que  la  recherche  de  la  résultante  rentre  dans  le  pro- 
blème de  l'équilibre 
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10.  Jiemaiyites  diverses.  — Lorsque  plusieurs  forces  sont 
appliquées  à  un  même  point,  et  quelles  ne  sont  pas  en  équi- 
libre, elles  ont  toujours  une  résultante 5  car  le  point  tend, 
par  leur  action,  à  se  mouvoir  dans  une  certaine  direction 
déterminée,  et,  si  l'on  appliquait  en  sens  contraire  une 
force  d'une  intensité  convenable,  on  empêcherait  évidem- 
ment le  mouvement  de  se  produire,  et  l'équilibre  aurait 
lieu.  Donc,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  forces 
proposées  avaient  une  résultante. 

11.  Lorsqu'un  point  est  sollicité  par  trois  forces  en  équi- 
libre, et  qui  agissent  sur  lui,  par  exemple  par  l'intermé- 
diaire de  fils  flexibles,  on  ne  voit  aucune  raison  pour  que 
l'une  quelconque  d'entre  elles  soit  d'un  côté  du  plan  des 
deux  autres  plutôt  que  du  côté  opposé  5  et  l'expérience 
montre,  en  effet,  que  les  directions  de  ces  trois  forces,  qui 
sont  celles  des  fils  eux-mêmes,  sont  toujours  dans  un  même 
plan.  On  peut  reconnaître  de  plus  qu'elle  est  dirigée  dans 
1  intérieur  de  l'angle  formé  par  les  directions  des  deux  for- 
ces, ce  qui  revient  à  dire  que  le  point  sollicité  par  ces  forces 
se  mouvrait  dans  l'intérieur  de  cet  angle.  En  effet,  si  le 
point  n'était  sollicité  que  par  l'une  des  forces,  il  se  mouvrait 
dans  sa  direction  même  5  mais  l'autre  force  tendant  à  l'é- 
carter de  cette  ligne,  on  doit  admettre  qu'il  se  mouvra  du 
côté  où  est  située  cette  seconde  force.  En  raisonnant  de  la 
même  manière,  en  sens  inverse,  on  voit  que  le  point  ne 
peut  se  mouvoir  que  dans  la  partie  du  plan  qui  se  trouve 
comprise  entre  les  directions  des  deux  forces.  Donc  la  force 
unique  qui  remplacerait  ces  dernières  a  sa  direction  dans 
l'angle  qu'elles  forment  entre  elles.  On  peut  ajouter  que 
l'expérience  confirme  cette  induction  en  montrant  que- 
quand  trois  forces  appliquées  à  un  point  libre  se  détruisent, 
l'une  quelconque  d'entre  elles  a  son  prolongement  dans  l'an- 
gle des  deux  autres. 

On  lire  de  là  eetle  conséquence,  que  la  résultante  de  deux 
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forces,  appliquées  à  ma  même  point,  est  toujours  comprise 
dans  le  plan  et  dans  l'angle  de  ces  forces. 

Dans  le  cas  où  les  deux  forces  sont  égales,  la  direction  de 
leur  résultante  ne  peut  être  que  celle  de  la  droite  qui  divise 
leur  angle  en  deux  parties  égales  ;  et  c'est  aussi  ce  que  donne 
l'expérience. 

112.  Lorsque  deux  forces  égales  sont  appliquées  à  un  même 
point ,  elles  peuvent  èirc  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  quelconque  de  la  bissectrice  de  leur 
angle,  pourvu  qu'il  soit  lié  invariablement  au  premier 
Car  ces  forces  peuvent  être  remplacées  par  une  seule,  di- 
rigée suivant  cette  bissectrice ,  et  qui  peut  être  appliquée  en 
un  quelconque  de  ses  points  :  or,  en  ce  point,  elle  peut 
être  décomposée  comme  au  premier  point  d'application,  et 
l'on  aura  ainsi  deux  forces  égales  et  parallèles  aux  premières, 
appliquées  en  un  point  quelconque  de  la  bissectrice. 

CHAPITRE  IL 

COMPOSITION    ET    ÉQUILIBRE    DES    FORCES    APPLIQUÉES 
A    UN    MÊME    POINT. 

13.   Résultante  de  deux  forces.  —  Nous  considérerons 

d'abord  deux  forces  commensurables.  Soient  P,  Q  (fig.  4) 
ces  forces,  A  leur  point  d'application ;  AM,  AS  des  lon- 
gueurs proportionnelles  à  ces  forces;  «/,  11  deux  nombres 
entiers,  tels  que  l'on  ait  P  :  Q  ::  m  ;n  ::  AM  :  AIN  ;  parta- 
geons les  longueurs  AM ,  AK  en  parties  égales  AP>,  BC, 
Ali, etc.,  dont  les  nombres  soient  respectivement  m,  n\  ces 
diverses  parties  représenteront  des  forces,  dans  lesquelles 
on  pourra  décomposer  les  premières.  Menons  par  les  points 
1>,  C,  etc.,  des  parallèles  à  AN,  et  par  les  points  II,  K,  etc., 
des  parallèles  à  AM;  ces  droites  partageront  le  parallélo- 
gramme  AMIjN    en  losanges  égaux.    Cela   posé,  les  deux 
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forces  i-galcs  Al>,  Ali  peuvent  être  transportées  parallèle- 
ment à  elles-mêmes  au  point  D  de  la  bissectrice  de  leur 
angle;  elles  seront  alors  dirigées  suivant  les  deux  cotés  BD, 
HD  qui  les  représenteront  aussi  en  longueur.  En  agis- 
sant de  la  même  manière  sur  les  deux  forces  BD,  BC, 
on  les  transportera  sur  DE,  CE-,  et,  en  continuant  ainsi , 
la  force  AH  sera  transportée  en  MF,  er,  A  M  en  HF.  De 
même,  les  forces  HK,  HF  pourront  être  transportées  en 
FG,  KG,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  les  deux  forces  AM, 
AN  seront  transportées  en  NI,  MI,  sans  que  leur  effet 
soit  changé.  Or  elles  donneraient  en  I  une  résultante  égale 
et  parallèle  à  celle  qu'elles  donnaient  en  A;  donc,  d'après 
ce  que  nous  avons  démontré  précédemment,  le  point  I  ap- 
partient à  la  direction  de  cette  dernière. 

Il  suit  de  là  que  la  résultante  de  deux  forces  cornmen- 
surables  est.  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  ces  forces 
en  grandeur  et  en  direction . 

14.  On  peut  passer  delà  au  cas  des  forces  incommensu- 
rables par  la  considération  des  limites.  On  peut  encore  em- 
ployer la  réduction  à  l'absurde,  comme  il  suit. 

Si  la  diagonale  AI  (Jig.  5)  n'est  pas  la  direction  de  la 
résultante  des  forces  incommensurables  AM,  AN,  soit  AH 
cette  direction.  Par  le  point  H,  où  elle  rencontre  l'un  des 
deux  côtés  du  parallélogramme,  menons  la  parallèle  HK  à 
l'autre  côté;  nous  pourrons  prendre  entre  M  et  K  un  point 
H,  tel  que  AB  soit  commensurable  avec  AN,  et  alors  la 
diagonale  AC  du  parallélogramme  NABC  donnera  la  direc- 
tion de  la  résultante  des  forces  AN,  AB.  Il  faudrait  donc 
qu'en  la  composant  avec  la  force  représentée  par  BM,  et 
qu'on  peut  supposer  appliquée  au  point  A,  on  trouvât  la 
résultante  des  deux  forces  données,  qui  est  dirigée  suivant 
Ali  par  hypothèse;  <  e  qui  est  absurde  .  puisque  cette  direc- 
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tion  n'est  pas  comprise  dans  l'angle  CAM  des  deux  forces 
composantes. 

Donc,  quel  que  soit  le  rapport  des  forces,  leur  résul- 
tante est  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  droites  qui  les  représentent. 

15.  Il  reste  encore  à  déterminer  l'intensité  de  la  résul- 
tante des  deux  forces  P,  Q.  Pour  cela  nous  observerons 
que  si  nous  appliquons  suivant  la  direction  AX  (Jîg.  6) , 
opposée  à  celle  de  la  diagonale  AI,  une  force  R  égale  à  la 
résultante,  il  y  aura  équilibre  entre  les  trois  forces  P,  Q,  R. 
La  force  Q,  par  exemple ,  sera  donc  égale  et  opposée  à  la 
résultante  des  deux  autres  P,  R  ;  et,  par  conséquent ,  si  par 
Je  point  P  nous  menons  une  parallèle  à  AX ,  qui  coupe  en 
B  le  prolongement  de  AQ,  et  que,  par  le  point  B,  nous 
menions  BC  parallèle  à  AP,  la  longueur  AC  représentera 
la  force  R  5  car  toute  autre  grandeur,  conjointement  avec 
AP,  donnerait  un  parallélogramme  dont  la  diagonale  serait 
différente  de  AB.  Mais  AC  =  BP  =  AI  ;  donc  la  résultante 
des  deux  forces  P  et  Q  est  égale  à  AI  ;  et,  par  conséquent, 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux 
forces  représente 3  en  grandeur  et  en  direction ,  la  résul- 
tante de  ces  forces. 

Les  deux  forces  P,  Q,  et  leur  résultante  R,  sont  donc 
les  trois  côtés  d'un  triangle  dont  les  angles  sont  respective- 
ment ceux  que  la  direction  de  la  résultante  forme  avec 
celle  des  deux  autres  ,  et  le  supplément  de  l'angle  que  for- 
ment entre  elles  ces  deux  dernières.  Chaque  force  peut 
donc  être  représentée  par  le  sinus  de  l'angle  des  deux  au- 
tres 5  ce  qui  s'exprimera  ainsi  : 

P  :  Q  :  R  :  :  sin  QR  :  sin  PR  :  sin  PQ; 

on  a ,  de  plus  , 

IV  2=  p-  +  Q   -f-  x  PQ  cos  PQ. 
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Si  L'angle  PQ  est  droit,  ces  relations  deviennent 

P^RcosPR,     Q  =  RoosQR,     R!=P  +  Q5. 

Toutes  les  questions  que  l'on  peut  se  proposer  sur  la 
composition  de  deux  forces  appliquées  à  un  même  point, 
ou  sur  la  décomposition  d'une  force  en  deux  autres,  sont 
donc  ramenées  «à  la  construction  ou  à  la  résolution  d'un 
triangle  ;  et  il  serait  superflu  d'entrer  dans  plus  de  détails 
à  cet  égard. 

Composition  et  équilibre  de  forces  en  nombre  quelconque 
appliquées  à  un  point  libre. 

16.  La  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un  même 
point  étant  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  droites 
qui  représentent  ces  forces  en  grandeur  et  en  direction,  il 
s  ensuit  que  pour  avoir  la  résultante  d'un  nombre  quel- 
conque des  forces  P,  P',  P  v,  etc. ,  appliquées  à  un  point  A, 
et  représentées  par  les  droites  AP,  AP',  AP",  etc.  ,  on 
pourra  composer  d'abord  les  deux  forces  P  et  P',  puis  leur 
résultante  avec  P",  cette  nouvelle  résultante  avec  Pw,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  dernière  force.  D'où  il  suit  que 
si  l'on  construit  un  polygone  APBCD  {fig-']),  dont  les 
côtés  soient  égaux  et  parallèles  aux  droites  AP,  AP',  etc.  , 
et  que  l'on  joigne  le  point  A  au  dernier  sommet  D,  la  ligne 
AD  représentera,  en  grandeur  et  en  direction,  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces. 

On  conclut  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  forces  appliquées  à  un  point  libre  soient 
en  équilibre,  consiste  en  ce  que  le  point  extrême  D  se  con- 
fonde avec  le  point  A  ;  c'est-à-dire  que  le  polygone  APB. .  .1) 
soit  fermé.  Lorsque  les  forces  sont  au  nombre  de  trois, 
et  que  leurs  directions  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,   il 
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est  facile  de  voir  que  la  construction  indiquée  donne,  pour 
la  grandeur  et  la  direction  de  la  résultante,  celles  de  la  dia- 
gonale du  parallélipipède  construit  sur  ces  trois  forces. 

17.  Les  polygones  fermés  ,  plans  ou  gauches,  jouissent 
de  cette  propriété,  que  si  on  les  parcourt  entièrement  dans 
l'un  ou  l'autre  sens,  la  somme  des  produits  de  chaque  côté 
par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  direction  suivant  la- 
quelle il  est  parcouru,  avec  une  direction  fixe,  est  égale  à 
zéro. 

Donc,  lorsqu'un  système  de  forces  appliquées  à  un  point 
libre  est  en  équilibre,  la  somme  des  produits  de  ces  forces 
par  les  cosinus  des  angles  formés  par  leurs  directions  avec 
une  même  direction  quelconque  est  nulle.  Réciproquement, 
si  cette  propriété  avait  lieu  relativement  à  une  direction 
quelconque,  le  polygone  serait  nécessairement  fermé;  et, 
par  conséquent,  il  y  aurait  équilibre.  Mais  il  est  facile  de 
voir  qu'il  suffit  pour  cela  qu'elle  ait  lieu  pour  trois  direc- 
tions parlant  d'un  même  point  et  non  comprises  dans  un 
même  plan;  car,  si  le  polygone  n'était  pas  fermé,  la  somme 
dont  il  s'agit  ne  pourrait  être  nulle  que  pour  les  directions 
perpendiculaires  à  la  droite  qui  joindrait  les  deux  sommets 
extrêmes-,  or  cette  droite  ne  peut  pas  être  perpendiculaire 
a  trois  directions  partant  d'un  même  point,  et  non  comprises 
dans  un  même  plan.  Donc ,  si  la  somme  est  nulle  pour  ces 
trois  directions,  le  polygone  est  fermé,  et  il  y  a  équilibre. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Pour  que  des  forces  appliquées  à  un  point  libre  se  dé- 
truisent,  il  est  nécessaire,  et  suffisant  que  les  sommes  des 
projections  de  ces  Jorces  sur  trois  directions  non  com- 
prises dans  un  même  plan,  soient  séparément  égales  à  zéro. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  dans  cet  énoncé 
nous  regardons  comme  positives  les  projections  des  forces 
qui  fout  un  angle  aigu  avec  la  direction  fixe,  et  comme  né- 
gatives .  celles  des  forces  qui   font  un  angle  obtus.   Le  plus 
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ordinairement) on  prend  ces  trois  directions  perpendicu- 
laires entre  elles.  Si  donc  on  désigne  par  a,  6,  y  les  angles 
formés  par  la  direction  dune  force  quelconque  P.,  avec  les 
directions  des  axes  positifs  X,  Y,  Z,  et  que  l'on  désigne  par 
le  signe  S  la  somme  des  termes  semblables  relatifs  à  toutes 
les  forces,  les  conditions  de  l'équilibre  seront  exprimées 
par  les  équations 

SPcosa  =  o,      ZPcos6  =  o,      lPcosv  =  o. 

18.  Si  les  forces  ne  sont  pas  en  équilibre,  désignons 
par  R  leur  résultante  ,  et  par  a  ,  b ,  c  les  angles  formés  par 
sa  direction  avec  les  axes  :  il  y  aura  équilibre  en  introdui- 
sant dans  le  système  une  force  égale  à  R  et  directement 
opposée ,  c'est-à-dire  faisant  avec  les  axes  les  angles 
~  —  a,  t:  —  Z>,  7r  —  c,  dont  les  cosinus  sont  égaux  et  de  si- 
gnes contraires  à  ceux  de  a,  h,  c,  on  aura  doue 

2  P  cos  y.  —  Pi  cos  a  —  o  ,      2  P  cos  £  —  R  cos  b  —  o  , 
S  P  cos  y  —  R  cos  c  =  o , 


R.  cos  u  =  1  P  cos  j.  ,      R  cos  b  =  2  P  cosS ,      Pi  cos  c  =  1 P  cos  7 . 

Ces  équations  s'obtiendraient  immédiatement  par  la  consi- 
dération du  polygone  APBDA  ,  qui  montre  que  la  projec- 
tion de  la  résultante  sur  une  direction  quelconque  est  égale 
à  la  somme  algébrique  des  projections  des  composantes. 
Elles  déterminent  la  direction  et  la  grandeur  de  la  résul- 
tante. Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

2  P  cos  y.  =  X,       SPcOSê=Y,       SPcOS7==Z, 


ou  trouvera  11  =  N/X2  -+-  Y2  -+-  Z% 


X  .       Y  Z 

cos  a  =  —  j       cos  0  =  —  1       COSf  =  —  • 
R  R  R 
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19.  L'expression  de  la  résultante  peut  être  rendue  indé- 
pendante de  la  direction  desaxes.  En  effet,  si  on  forme  lescar- 
rés  de  X,  Y,Z,  en  observant  que  cos2  a  4-  cos2  o  -+-  cos8 y  =  i , 
et  que  pour  les  directions  de  deux  forces  P  et  P'  faisant 

entre  elles  un  angle  désigné  par  PP',  on  a 

cos  a  cos  a'  -h  cos  6  cos  S'  -f-  cos  7  cos  7'  =  cos  PP' , 

on  obtiendra 

R'=SPH-2lPP'cosPP'. 

20.  On  peut  obtenir  ces  résultats  par  des  considérations 
différentes.  Si ,  suivant  la  règle  du  parallélépipède  des 
forces,  on  décompose  chacune  des  forces  P,  P',  etc.,  suivant 
les  trois  axes  rectangulaires,  les  composantes  de  la  force 
quelconque  P  seront  Pcosa,  PcosS,  Pcosy,  et  Ion  remar- 
quera que,  d'après  les  signes  des  cosinus,  ces  composantes 
seront  positives  quand  elles  agiront  dans  le  sens  des  axes 
positifs,  et  négatives  quand  elles  agiront  en  sens  contraire. 
Donc ,  si  l'on  fait  la  somme  algébrique  des  composantes  qui 
sont  dans  le  même  axe,  on  aura  la  grandeur  et  le  signe  de 
la  force  à  laquelle  elles  se  réduisent.  Ainsi  toutes  les  forces 
seront  remplacées  par  trois  autres ,  agissant  suivant  les  axes, 
et  ayant  pour  valeurs  respectives 

2  P  cos  a ,     I P  cos  6 ,     2  P  cos  7 . 

Or  il  ne  pourrait  y  avoir  équilibre  si  elles  n'étaient  pas 
nulles  séparément,  car  elles  se  composeraient  en  une  seule 
qui  ne  serait  pas  nulle-,  les  conditions  nécessaires  et  en 
même  temps  suffisantes  pour  l'équilibre  sont  donc 

ZPcosa  =  o,      2Pcos6  =  o,      2Pcosy  =  o. 

S'il  n'y  a  pas  équilibre,  ces  trois  forces  donneront  pour 
résultante  du  système,  la  diagonale  du  parallélipipède  don! 
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elles  seront  les  arêtes.  Si  donc  on  pose 

SPcosa=X,      2PcosS  =  Y,      ZPcosy  =  Z, 

011  aura 

R  =  \/X2  -f-  Y2  +  7J, 
et 

X  ,        Y  Z 

cos  a  =  —  i       cos  y  =  — ,       cos  c  =  —  • 
R  R  R 

21.  6V/5  général  où  les  axes  sont  obliques.  —  Si  les 
trois  directions,  choisies  pour  la  décomposition  des  forces , 
ne  sont  pas  rectangulaires,  il  sera  toujours  nécessaire  et 
suffisant  que  les  sommes  algébriques  des  composantes  soient 
nulles  suivant  chaque  axe,  en  allée  tant  de  signes  contraires 
celles  qui  sont  en  sens  opposé.  Les  trois  équations  de  l'équi- 
libre n'ont  pas  la  même  forme,  parce  que  les  parallélipi- 
pèdes  sont  obliques;  mais  elles  constituent  un  système 
équivalent  a  celui  que  donneraient  trois  axes  rectangulaires, 
puisque  l'un  et  l'autre  système  sont  nécessaires  et  suffisants 
pour  l'équilibre.  Si  1  on  désigne  par  X1}  Y1}  Zt  les  compo- 
santes positives  ou  négatives  de  lune  quelconque  des  forces 
données,  toutes  ces  forces  pourront  être  remplacées  pat 
trois  forces  dirigées  suivant  les  axes  et  représentées,  en 
grandeur  et  en  signe,  par  les  trois  sommes 

IX,,      SY,,      £Z,. 

Les  trois  forces  qu'elles  représentent  sont  donc  les  compo- 
santes de  la  force  qui  peut  remplacer  les  forces  données, 
c'est-à-dire  de  leur  résultante,  et  les  conditions  d'équilibre 
de  ces  forces  seront  exprimées  par  les  équations 

SX,  =  o,     zY,  =  o,      2Z,  =  o. 

On  arriverait  aux  mêmes  conséquences  par  la  considé- 
ration des  projections  des  côtés  du  polygone  fermé,  parallè- 
lement à*trois  plans  non  parallèles  à  une  même  droite,  et 
pouvant  former  un  systèmede  plans  coordonnés 
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22.  Nous  appellerons  ([uelrjuefoi s  force  estimée  suivant 
une  direction,  la  projection  de  cette  force  sur  cette  direc- 
tion -,  c'est  la  composante  déierrninée  que  l'on  trouve  en  dé- 
composant la  force  en  d'autres ,  dont  Tune  soit  dans  cette 
direction  et  les  autres  dans  le  plan  perpendiculaire.  Ainsi , 
dans  les  formules  précédentes,  Pcosa,  Pcosê,  Pcosy  sont 
respectivement  les  valeurs  de  la  force  P  estimée  suivant  les 
axes  des   -,  des  y  et  des  z. 

Equilibre  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
ou  une  courbe  fixe. 

23.  Si  un  point ,  situé  sur  une  surface  qu'il  ne  peut  quit- 
ter, est  sollicité  par  une  force  normale  à  cette  surface,  il 
restera  en  équilibre-,  car  toutes  les  directions  suivant  les- 
quelles il  pourrait  se  mouvoir  étant  semblablcment  placées 
par  rapport  à  la  force,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il 
prenne  l'une  plutôt  que  l'autre,  et,  par  conséquent,  il  n'en 
prendra  aucune  :  ce  principe  est  confirmé  par  toutes  les 
expériences.  Mais  si  le  point  est  sollicité  par  une  force 
oblique  ,  on  peut  la  décomposer  en  deux  autres,  dont  l'une 
soit  normale  et  l'autre  dans  le  plan  tangent  ;  la  première  est 
détruite  par  la  résistance  de  la  surface,  mais  rien  ne  s'op- 
pose à  ce  que  la  seconde  mette  le  point  en  mouvement,  si 
l'on  suppose  qu'il  puisse  se  mouvoir  librement  sur  la  sur- 
face dans  toutes  les  directions.  C'est  ce  qui  n'aurait  pas  né- 
cessairement lieu  s'il  y  avait  ce  que  Ton  appelle  un  frotte- 
ment; mais  nous  en  faisons  abstraction  pour  le  moment, 
et  nous  supposons  tous  les  mouvements  entièrement  libres 
sur  la  surface. 

Une  surface  ne  pouvant  donc  détruire  que  les  forces  qui 
lui  sont  normales,  produit  toujours  le  même  effet  qu'une 
force  égale  à  la  somme  de  celles  qu'elle  détruit  et  agissant 
dans  la  direction  normale  opposée.  Il  en  est  de  même  de  la 
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résistance  d  une  courbe  sur  laquelle  un  point  peut  se  mou- 
voir librement.  Elle  détruit  les  forces  dont  la  direction  est 
comprise  dans  le  plan  normal  mené  au  point  d'applica- 
tion ,  et  n  en  détruit  aucune  autre.  Sa  résistance  pourrait 
donc  toujours  être  remplacée  par  une  force  normale, 
égale  et  contraire  à  la  résultante  de  celles  qu'elle  détruit. 

24.  Cela  posé,  soit  F  (x,  y,  z)  =  o  l'équation  d'une 
surface  sur  laquelle  doit  rester  un  point  sollicité  par  des 
forces  quelconques,  P,  P',etc-,  il  n'est  plus  nécessaire,  pour 
son  équilibre,  que  ces  forces  se  détruisent;  il  suffit  que 
leur  résultante  soit  normale  à  la  surface,  et,  par  consé- 
quent, que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  par 
la  direction  de  la  résultante  soient  proportionnels  à  ceux 
qui  se  rapportent  à  la  normale.  Or  les  premiers  sont  entre 
eux  comme  les  quantités  désignées  précédemment  par  X, 
Y,  Z.  Les  autres  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  .r,  jr,  z 
au  moyen  de  l'équation  de  la  surface;  désignons-les  par 
cos  a  ,  cos  b ,  cos  c. 

Les  conditions  d  équilibre  sont  donc  exprimées  par  les 
équations 

X  Y  Z 


cos  b 


Si  ces  équations  n'étaient  pas  satisfaites,  il  n'y  aurait  pas 
équilibre;  et  si  l'on  voulait  savoir  en  quel  point  de  la  sur- 
face les  forces  proposées  seraient  détruites,  il  faudrait 
trouver  les  valeurs  dex,  y,  z  .  qui  satisferaient  à  ces  deux 
équations  et  à  celle  de  la  surface. 

Si  la  surface  ne  résistait  que  dans  un  sens,  il  faudrait 
s'assurer  si  la  résultante  des  forces  agit  dans  le  sens  con- 
traire ,  sans  quoi  elle  ne  serait  pas  détruite.  Ce  cas  est 
celui  d'un  point  qui  ne  serait  que  posé  sur  une  surface 
qu  il  ne  pourrait  pénétrer,  mais  dont  il  pourrait  être  dé- 
taché. 

25.   Si  le  point  était  assujetti    à   rester  sur  une  combe 

2. 
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donnée,  il  faudrait,  pour  qu'il  fût  en  équilibre,  que  la 

résultante  fût  perpendiculaire  à  la  tangente.  Or  cette  der- 
nière ligne  fait  avec  les  axes  des  angles  a,  b ,  c  dont  les 
cosinus  sont  déterminés  eu  fonction  de;r,  y,  z  par  les  équa- 
tions de  la  courbe.  La  condition  d'équilibre  sera  donc 
exprimée  par  l'équation 

X  cos  a  -h  Y  cos  b  •+-  Z  cos  c  =  o. 

Si  cette  équation  n  était  pas  satisfaite  pour  le  point 
donné,  il  n'y  aurait  pas  équilibre.  On  déterminerait  le 
point  de  la  courbe  où  les  forces  données  seraient  détruites, 
en  cherchant  les  valeurs  de  x,  j',  z  ,  qui  satisferaient  à  cette 
équation  et  aux  deux  équations  de  la  courbe. 

Autre  manière  d'avoir  égard  à  la  résistance  des  surf  aces 
ou  des  lignes. 

26.  La  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  produi- 
sant toujours  une  force  normale,  on  pourrait  substituer 
cette  dernière  à  la  surface  ou  à  la  courbe,  et  considérer 
alors  le  point  comme  entièrement  libre.  La  grandeur  de 
cette  force  sera  une  des  inconnues  de  la  question;  sa  di- 
rection sera  dans  l'un  ou  l'autre  sens  de  la  normale,  s'il 
s'agit  d'une  surface,  et  ne  sera  assujettie  qu'à  être  perpen- 
diculaire à  la  tangente,  s'il  s'agit  d'une  courbe. 

27.  Considérons  d'abord  le  cas  d'une  surface  dont  l'é- 
quation soitF(.r,  y,  z)  =  o  -,  soient  N  l'intensité  de  la  force 
normale  qui  la  remplace ,  et  a  .  b ,  c  les  angles  qu'un  des 
deux  sens  de  la  normale  fait  avec  les  axes  :  les  composantes 
de  N  seront 

±  N  cos  a  ,     zt  N  cos  b  ,     ±  N  cos  c , 

les  signes  supérieurs  correspondant  à  l'un  des  sens  de  la 
normale,  et  les  signes  inférieurs  à  l'autre.  Maintenant,  le 


PREMIERE     INNÉE.     —    STATIQUE.  21 

point  devant  être  considéré  comme  libre,  les  deux  forces 
qui  le  sollicitent  doivent  être  égales  et  opposées,  ainsi  que 
leurs  composantes  respectives  ;  les  équations  d'équilibre 
seront  donc 

X=tNcosrt  =  o,      Y  ±  N  cos  b  =  o ,     ZifcNcosr  —  o, 
d'où,  en  éliminant  N, 

X  Y  Z 

cos  a        cos  b       cos  c 

Ces  deux  équations  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'é- 
quilibre ,  parce  qu'elles  en  remplacent  deux  des  précé- 
dentes,  et  que  la  troisième  sera  toujours  satisfaite  en  pre- 
nant une  valeur  convenable  de  N  et  un  signe  convenable 
pour  le  second  terme. 

Mais  on  calculera  plus  facilement  N  en  observant  que, 
puisqu'elle  est  égale  et  opposée  à  la  force  donnée  ,  sa  valeur 
sera 


N  =  v/XJ+  Y-'  +  Z2. 

28.   Considérons  maintenant  un  point  assujetti  à  rester 
sur  une  courbe  dont  les  équations  soient 

Y  [x,y,z)  =  o,    f(x,r,z)=o. 

La  force  N  ,  qui  remplace  la  résistance  delà  courbe,  peut 
avoir  une  direction  normale  arbitraire.  Les  angles  a  ,  b ,  c , 
que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  les  axes,  sont  des 
fonctions  de  x,y,  z  données  par  les  deux  équations  précé- 
dentes. Si  l'on  désigne  para,  0,  y  les  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  direction  de  la  force  N,  on  aura 

cos  n  cos  a  ■+-  cos  b  cos  6  -+-  cos  c  cos  y  r=  o  , 
ci  les  équations  de  l'équilibre  seront 

X  +  N  cos  x  =r  o ,     Y  +  N  cos  ?  —  o  ,     Z   |  -  N  cos  y  =  o. 


22  COURS    Dt    MÉCANIQUE. 

On  éliminera  les  inconnues  a,  ê,y,  N  en  multipliant 
ces  équations ,  respectivement  par  cos  a ,  cos  b ,  cos  c ,  et  les 
ajoutant;  on  trouve  ainsi ,  en  vertu  de  la  précédente , 

X  cos  rt+Y  cos  b  -\-  Z  cos  c  =  o  , 

équation  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  équa- 
tions puissent  avoir  lieu  en  même  temps.  Les  trois  précé- 
dentes détermineront  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes N  cos  a ,  N  cos  S ,  Ncos  y,  qui  sont  égales  et  de  signes 
contraires  à  X  ,  Y,  Z, ,  et  donneront  pour  la  résistance  de  la 
rourbe  une  force  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces 
données,  comme  cela  devait  être  évidemment. 

CHAPITRE  III. 

COMPOSITION    ET     ÉQUILIBRE    DE    FORCES    PARALLÈLES. 

29.  Résultante  de  deux  forces  parallèles.  —  Soient  deux 
forces  P,  Q  [fig-  8)  parallèles,  et  agissant  dans  le  même 
sens  sur  deux  points  A ,  B  liés  invariablement  entre  eux. 
Appliquons  en  A  et  B  dewx  forces  égales  et  contraires, 
agissant  suivant  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  ;  elles  se 
détruiront,  et  la  résultante  totale  ne  sera  pas  changée. 
Soient  A  M,  BN  les  longueurs  qui  représentent  ces  forces. 
On  pourra  remplacer  P  et  A  M  par  la  force  représentée  par 
la  diagonale  AC;  et  de  même  Q  et  BN  par  BD.  Ces  deux 
directions  se  rencontrent  en  un  point  I,  que  l'on  suppo- 
sera lié  au  système ,  et  auquel  on  appliquera  les  deux 
forces  AC,  BD.  Or.  si .  par  ce  point  I,  on  mène  des  paral- 
lèles à  AB  et  aux  forces,  on  pourra  décomposer  chacune 
des  deux  forces  qui  y  sont  appliquées,  de  la  même  manière 
quelles  étaient  décomposées  en  A  et  B,  et  l'on  aura  les  deux 
parallélogrammes  EIHG,  IFLK  respectivement  égaux  à 
M  APC.  BNDQ.  Les  deux  foi  ces  El,  IF,  égales  et  opposées, 
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se  détruiront;  et  il  ne  restera  que  les  deux  forces  1H,  1K, 
ou  P  el  (,),  qui  s'ajouteront.  D'où  l'on  conclut  d'abord  que 
les  deux  forces  ont  une  résultante  qui  leur  est  parallèle , 
de  même  sens ,  égale  à  leur  somme ,  et  dont  la  direction 
passe  entre  A  et  B.  Pour  déterminer  entièrement  sa  posi- 
tion ,  cherchons  le  poiiit  0  où  elle  rencontre  AB.  Les  trian- 
gles semblables  donnent 

ao  :  GH  ::  io  :  m;    kl  :  bo  :  :  ik  :  io. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  observant 
que  Ion  a 

IH  =  P,     IK=Q,      GH  =  KL, 

il  vient 

aoibo::  0:P, 

ce  qui  montre  que  les  deux  segments  dans  lesquels  la  résul- 
tante divise  AB  sont  réciproquement  proportionnels  aux 
deux  forces;  ou  que  les  produits  de  chaque  force  par  le 
segment  adjacent  sont  égaux. 

Les  deux  forces  P,  Q  pouvant  être  représentées  par  ces 
deux  segments  ,  leur  résultante,  qui  est  leur  somme,  le 
sera  elle-même  par  la  longueur  AB;  de  sorte  que  chacune 
des  trois  forces  sera  représentée  par  la  partie  de  la  droite 
AB,  comprise  entre  les  directions  des  deux  autres. 

Le  point  O  jouit  de  la  propriété  remarquable  de  ne  dé- 
pendre nullement  de  la  direction  absolue  des  deux  forces; 
il  reste  le  même,  pourvu  que  celles-ci  restent  parallèles  et 
de  même  sens,  et  que  les  points  d'application  restent  les 
mêmes  ;  les  deux  forces  peuvent  même  changer  de  grandeur, 
pourvu  qu'elles  conservent  le  même  rapport.  Ce  point  est 
celui  que  nous  appellerons  spécialement  le  point  d'appli- 
cation de  la  résultante. 

Si  Ion  désigne  par  R  la  résultante,  la  proposition  qui 
vient  d'être  démontrée  est  exprimée  par  les  relations  sui- 
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\  autos  : 

R  =  P  +  Q, 

p  :Q:R  ::  ob  :  oa  :  ab. 

Elles  équivalent  à  trois  équations  distinctes,  et  donnent 
lieu  à  divers  problèmes  très-simples  que  nous  nous  dispen- 
serons d'examiner.  Il  suffira  toujours,  pour  les  résoudre, 
que  l'on  connaisse  trois  des  six  quantités  P,  Q,  R,  OA , 
015,  AB. 

30.  Supposons  maintenant  les  deux  forces  P,  Q  dirigées 
dans  des  sens  différents ,  et  soit  P  ^>  Q. 

Décomposons  la  force  P  [fig.  9)  en  deux  autres  paral- 
lèles et  de  même  sens ,  dont  l'une  soit  égale  et  directement 
opposée  à  Q  5  cela  est  possible ,  d'après  la  proposition  pré- 
cédente, et  Tune  de  ces  composantes  détruisant  la  force  Q, 
la  seconde  restera  seule,  et  sera,  par  conséquent,  la  résul- 
tante cliercbée.  Son  point  d'application  sera  en  dehors  de 
AB  ,  et  du  côté  de  la  plus  grande  force  P  ;  elle  sera  égale  à 
P  —  Q,  et  son  point  d'application  X  sera  déterminé  par  la 
proportion 

AX  :  ab  :  :  o  :  R  ; 


<L  comme 


on  aura 


R=P-Q, 


ax  =  p4qXab, 

Ainsi,  en  exceptant  le  cas  où  P  =  Q,  deux  forces  paral- 
lèles, et  de  sens  contraire,  ont  toujours  une  résultante,  qui 
leur  est  parallèle,  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande,  en 
dehors  des  directions  des  deux  forces,  et  du  côté  de  la  plus 
grande;  elle  est  égale  à  leur  différence,  et  chacune  de  ces 
trois  forces  est  proportionnelle  à  la  distance  des  deux 
autres.  Le  point  X  ,  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  points 
d'application  dos  deux  forces,  <\si  encore  indépendant  de  la 
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direction  et  de  la  grandeur  absolue  de  ces  forées  ;  et  c'est 
encore  lui  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de  point  cV ap- 
plication de  la  résultante. 

Si  les  deux  forces  étaient  égales  ,  l'inconnue  AX  devien- 
drait infinie ,  ce  qui  annonce  une  impossibilité.  Il  n'y  a  donc 
pas  alors  de  résultante  ,  et  il  est  facile  de  s'en  convaincre  di- 
rectement. En  effet,  supposons  que  les  deux  forces  égales 
P  et  Q  (fîg-  10)  aient  une  résultante  ,  et  faisons  tourner  le 
système  entier  de  deux  angles  droits  autour  du  milieu  O 
de  AB,  de  manière  que  les  deux  forces  P  et  Q  se  remplacent 
l'une  1  autre,  et,  par  conséquent,  donnent  encore  la  même 
résultante.  Leur  résultante  primitive  sera  transportée  symé- 
triquement par  rapport  au  point  O,  si  elle  est  dans  le  plan 
des  forces  ;  et ,  dans  le  cas  contraire  ,  elle  ne  sera  pas  dans 
un  même  plan  avec  sa  première  position.  Or,  si  ces  deux 
forces  pouvaient  se  remplacer  l'une  l'autre,  il  y  aurait 
équilibre  entre  l'une  des  deux  et  l'autre  ,  prises  en  sens  con- 
traire, ce  qui  est  absurde,  puisque  ces  deux  dernières  ne 
seraient  pas  directement  opposées. 

Un  pareil  système  de  forces  a  été  nommé  couple  par 
M.  Poinsot,  qui  en  a  fait  un  élément  essentiel  de  la  méca- 
nique. 

31.  Les  coordonnées  du  point  d'application  delà  résul- 
tante peuvent  facilement  être  calculées,  d'après  celles  des 
points  d'application  des  deux  forces  parallèles. 

Supposons  d'abord  ces  deux  forces  de  même  sens ,  dési- 
gnons-les par  P',  P"-,  soient  M',  M"  (fig.  n)  leurs  points 
d'application  ,  M.t  celui  de  la  résultante  qui  sera  situé  entre 
les  deux;  et  z\  z",  zt  les  coordonnées  parallèles  à  l'axe  des 
z,  de  ces  trois  points. 

On  aura  ,  par  ce  qui  précède  , 

F.  11,11'  =  P'.M'M,. 
Or.  quels  que  soient  les  signes  des  coordonnées,  on  a  La  pro 
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portion  générale 

m'm,  :M,M"  ::  z,  —  z':z"  —  «,. 

L'équation  ci-dessus  devient  donc,  en  remplaçant  M'M, 
et  Mi  M."  par  les  quantités  proportionnelles , 

P'(z,-z')  =  P"(z"-z;), 
ou 

P'z'H-P"z"=:(P'  +  P")zl, 

ou  enfin,  en  désignant  par  R  la  résultante, 

R;,  =  P'z'  +  P"z". 

Cette  équation  fait  donc  connaître  zt  ;  et  l'on  trouverait 
semblablement  les  deux  autres  coordonnées  xt  et  yt  du 
point  d'application  de  la  résultante. 

Si  les  deux  forces  P',  P"  sont  de  sens  contraire ,  soit ,  par 
exemple,  P"  la  plus  grande,  le  point  d'application  Mt 
(fig.  12)  sera  en  dehors  de  M'M",  et  du  côté  de  M'7;  on 
aura  alors 

P'.M,M'  =  P".M,M". 

Mais  on  a  généralement 

M, M'  :  M, M"  I  :  z,  —  z'  :  z,  —  z"  ; 
donc 

P'(z,-z')  =  P"(z,-z"), 
ou 

(P"—  P')z,  =  P"z"  — P'z'; 

et,  en  désignant  par  R  la  résultante  qui  est  dans  ce  cas 
P'7— P', 

Rz,  =  P"z"—  PV. 

On  aurait  deux  équations  semblables  ,  pour  les  coordon- 
nées parallèles  aux  deux  autres    axes;   et  l'on   connaîtra 
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encore  les  coordonnées  a:,,  v^,  ~{  du  point  d'application  de 
Ja  résultante. 

32.  Moments.  — Les  équations  d'où  nous  venons  de  tirer 
les  coordonnées  du  point  d'application  de  la  résultante, 
expriment  un  théorème  qui  sera  généralisé  tout  à  l'heure, 
et  qui  est  d  une  application  continuelle.  Chacun  des  termes 
qui  les  composent  est  le  produit  d'une  force  par  la  coor- 
donnée positive  ou  négative  de  son  point  d'application  ,  par 
rapport  à  un  plan  quelconque.  Un  pareil  produit  se  nomme 
le  moment  &c  cette  force  par  rapport  au  plan. 

D'après  cela  ,  les  équations  précédentes  expriment  que  le 
moment  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  est  égal 
à  la  somme  des  moments  des  composantes  quand  elles  agis- 
sent dans  le  même  sens  ;  et  à  leur  dillérence  quand  elles 
sont  de  sens  contraire.  Dans  ce  dernier  cas  ,  le  moment  qui 
a  le  signe —  est  celui  delà  force  qui  est  de  sens  contraire  à 
la  résultante. 

Pour  réduire  ces  deux  énoncés  à  un  seul,  il  suffît  d'em- 
ployer la  considération  des  signes  pour  les  forces  parallèles , 
et  de  regarder  comme  positives  celles  qui  agissent,  par 
exemple  ,  dans  le  sens  de  la  résultante,  et  comme  négatives 
celles  qui  agissent  en  sens  contraire. 

Cela  posé,  en  appelant  moment  le  produit  d'une  force, 
positive  ou  négative,  par  sa  coordonnée,  de  signe  quelcon- 
que ,  on  aura  la  proposition  générale  suivante  : 

Le  moment  de  la  résultante,  de  deux  forces  parallèles 
quelconques  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments 
des  composantes. 

33.  Cas  d'un  nombre  quelconque  de  forces  paral- 
lèles. —  Considérons  maintenant  un  nombre  quelconque  de 
forces  parallèles,  non  situées  dans  un  même  plan;  et 
d'abord  supposons-les  toutes  de  même  sens.  En  composant 
deux  d  entre  elles  en  une  seule,  puis  cette  nouvelle  force 
avec  une  troisième,  el  continuant  ainsi  jusqu'à  la  dernière 
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des  forces  données ,  on  obtiendra  une  résultante  parallèle 
aux  forces  et  égale  à  leur  somme.  Sa  direction  passera  par 
un  point  qui  ne  dépendra  que  de  la  position  des  points 
d'application  des  forces  données  et  du  rapport  de  ces  forces , 
mais  nullement  de  leur  grandeur  absolue  ni  de  la  direction 
à  laquelle  elles  sont  parallèles.  Tout  cela  résulte  immédia- 
tement de  ce  qui  a  été  démontré  sur  la  composition  de  deux- 
forces  parallèles. 

Si  les  forces  ne  sont  pas  toutes  dirigées  dans  le  même 
sens ,  on  composera  en  une  seule  toutes  celles  qui  sont  dans 
un  même  sens,  et  le  système  sera  réduit  d'abord  à  deux 
forces  respectivement  égales  à  la  somme  de  celles  qui  tirent 
dans  cliacun  des  deux  sens.  Elles  se  composeront  générale- 
ment en  une  seule  égale  à  la  différence ,  tirant  dans  le  sens 
de  la  plus  grande,  et  dont  le  point  d'application  ne  dépen- 
dra que  des  positions  des  points  d  application  de  toutes  les 
forces  et  du  rapport  de  ces  forces.  Ce  point  remarquable  se 
nomme  centre  des  forces  parallèles. 

Si  les  deux  résultantes  partielles  étaient  égales,  mais  non 
directement  opposées  ,  le  système  n'aurait  pas  de  résultante \ 
il  se  réduirait  à  un  couple,  et  il  n'existerait  plus  de  centre 
des  forces  parallèles.  Si  elles  sont  égales  et  opposées,  il  y  a 
équilibre. 

3  i.  Théorème  des  moments  des  forces  parallèles.  —  La 
proposition  que  nous  avons  démontrée  tout  à  l'heure  pour 
deux  forces  parallèles  s'étend  facilement  à  un  nombre  quel- 
conque. Pour  plus  de  simplicité,  partageons  le  système  de 
toutes  ces  forces  en  deux  autres ,  dont  le  premier  renferme 
toutes  les  forces  P',  P",  Pw,  etc.,  qui  sont  dirigées  dans  un 
même  sens;  et  le  second,  toutes  les  forces  Q',  Q",  Qw.  etc.. 
dirigées  dans  le  sens  opposé.  Soient  R  la  résultante  des  for- 
ces P',  Pw,  etc.,  et  S  celle  des  forces  Q',  Q",  etc. 

En  composant  d'abord  P'  et  P",  on  a  une  résultante  P, 
dont   le  moment,  par  rapport  à  un  plan  quelconque,  est 
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égal  à  la  somme  des  moments  de  P  et  P  ',  d'après  ce  qui  a 
été  démontré  précédemment.  Composant  ensuite  Pt  et  P'" 
en  une  nouvelle  résultante  P2,  le  moment  de  celte  dernière 
sera  égal  à  la  somme  de  ceux  de  Pt  et  Pw,  et,  par  consé- 
quent, à  la  somme  des  moments  de  P',  P",  V" .  En  conti- 
nuant ainsi,  on  arrive  évidemment  à  cette  conséquence, 
que  le  moment  de  la  résultante  Pi  est  égal  à  la  somme  de 
ceux  des  forces  du  premier  groupe  P',  P",  etc.  De  même, 
le  moment  de  la  résultante  S  est  égal  à  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  Q',  Q",  Qw,  etc.,  du  second  groupe,  qui 
sont  toutes  dirigées  en  sens  contraire  des  premières. 

Or,  si  les  deux  forces  Pi,  S  ne  forment  pas  un  couple,  elles 
se  réduisent  à  une  seule  force  qui  sera  la  résultante  défini- 
tive du  système  proposé,  et  dont  le  moment  sera  égal  à  la 
somme  algébrique  des  moments  de  R  et  S,  en  considérant 
comme  positive  celle  qui  est  dirigée  dans  le  même  sens  que 
la  résultante ,  et  comme  négative  celle  qui  est  dirigée  en  sens 
contraire.  Supposons,  par  exemple,  que  cette  dernière 
soit  S,  et  que  les  coordonnées  des  points  d'application  de  R 
et  S  soient  respectivement  r,  s  ;  le  moment  de  la  résultante 
du  système  sera 

R  /•  —  S  s ■  ; 

c'est-à-dire  qu'il  sera  égal  «à  la  somme  des  moments  des 
forces  qui  sont  dirigées  dans  le  même  sens  que  la  résul- 
tante, moins  la  somme  des  moments  des  autres.  D'où  l'on 
voit  que  cet  énoncé  se  simplifiera,  en  attribuant  implicite- 
ment le  signe  —  aux  forces  dirigées  en  sens  contraire  de  la 
résultante  ,  et  Ton  obtient  ce  théorème  général  : 

Le  moment  de  la  résultante  d'un  système  quelconque  de 
forces  parallèles  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  mo- 
ments de  ces  forces  par  rapport  à  un  plan  quelconque. 

On  peut  remarquer  qu'on  peut  aussi  bien  convenir  de 
donner  le  signe  implicite  —  aux  forces  dirigées  dans  le  sens 
de  la  résultante,  en  y  comprenant  cette  dernière,  pourvu 
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qu'on  donne  le  signe  -+-  à  celles  qui  sont  de  sens  contraire; 
car  cela  ne  ferait  que  changer  de  signe  tous  les  termes  des 
équations. 

35.  Coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles.  —  Le 
théorème  des  moments  donne  immédiatement  l'expression 
des  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles ,  au  moyen 
de  celles  des  points  d'application  des  forces  données  ,  et  des 
valeurs  positives  ou  négatives  de  ces  forces.  Il  suffit  de  con- 
sidérer successivement  les  moments  par  rapport  aux  trois 
plans  coordonnés  rectangulaires  ou  obliques.  Soient  P,  P', 
P",  etc.,  les  valeurs  algébriques  des  forces  du  système; 
x,  y,  z,  x' ,  y\  .z',  etc.,  les  coordonnées  de  leurs  points 
d'application  ;  R  la  valeur  de  leur  résultante  générale  ,  et 
.r4,  _yl3  zt  les  coordonnées  de  son  point  d'application,  c'est- 
à-dire  du  centre  des  forces  parallèles  ;  on  aura  les  quatre 
équations  suivantes  pour  déterminer  R  et  xt1  J\-,  z^  : 

R  =  P  h-  P'  +  P"  +    .  .  , 
R.r,=  P x  +  P' x'  +  P" x"  +  .  .  .  , 
Rj,  =  Pj  +  P'/  +  P"  j"  H-  .  .  .  , 
Rz,  =  Vz  -+-  PV  -+-  P"z"  + 

Il  faut  excepter,  comme  nous  l'avons  dit ,  le  cas  où  le  sys- 
tème se  réduit  a  un  couple  ;  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  a 
R  =  o,  sans  qu'il  y  ait  équilibre.  Nous  nous  bornons  ,  pour 
le  moment,  à  cette  simple  indication;  nous  aurons  bientôt 
l'occasion  d'entrer  dans  plus  de  détails  à  cet  égard. 

CHAPITRE   IV. 

COMPOSITION    ET    ÉQUILIBRE   DES    COUPLES. 

3G.  La  considération  des  couples  est  due  a  M.  Poinsot, 
qui  a  fait  connaître  les  lois  remarquables  de  leur  composi- 
tion et  leur  usage  dans  la  mécanique.    Nous  ne  ferons,  à 
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cet  égard  ,  que  reproduire  la  théorie  de  cet  illustre  géo- 
mètre. 

On  nomme  bras  de  levier  d'un  couple  la  perpendiculaire 
comprise  entre  les  directions  des  deux  forces  qui  le  com- 
posent, et  aux  extrémités  de  laquelle  on  peut  supposer  ces 
forces  appliquées.  Le  moment  d'un  couple  est  le  produit  de 
l'une  de  ces  forces  par  le  bras  de  levier. 

Il  y  a  à  distinguer  deux  sens  pour  les  couples  qui  sont 
dans  un  même  plan.  A  cet  effet,  on  imaginera  que  Ion  fixe 
Je  milieu  du  bras  de  levier  de  chacun  d'eux,  et  que  ces  bras 
de  levier  prennent  le  mouvement  que  tendent  à  leur  impri- 
mer les  forces  qui  sont  appliquées.  Il  peut  y  avoir  deux  sens 
différents  pour  ces  mouvements,  et  les  couples  pour  les- 
quels ils  seront  les  mêmes  seront  dits  couples  de  même 
sens. 

Pour  désigner  d'une  manière  commode  le  sens  d'un  cou- 
ple ,  nous  concevrons,  par  le  milieu  de  son  bras  de  levier, 
une  perpendiculaire  à  son  plan ,  du  côté  où  un  observateur, 
placé  le  long  de  celte  ligne,  les  pieds  contre  le  plan,  verrait 
le  mouvement  s'exécuter  de  gauche  à  droite.  La  direction  de 
celte  perpendiculaire,  prise  à  partir  du  plan,  est  ce  que 
nous  nommerons  la  direction  de  Vaxe  du  couple. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  ce  premier  théorème. 

37.  Un  couple  peut,  sans  changer  d'action,  être  trans- 
porté d'une  manière  quelconque ,  pourvu  que  son  axe 
reste  parallèle  et  de  même  sens,  et  que  son  nouveau  bras 
de  levier  soit  lié  invariablement  au  premier. 

Le  plan  du  couple  reste  alors  parallèle  à  lui-même , 
mais  les  forces  peuvent  changer  de  direction.  -Nous  exa- 
minerons d'abord  le  cas  où  elles  restent  parallèles  à  elles- 
mêmes. 

Soient  AB,  A'IV  (fig-  i3)  les  deux  bras  de  levier,  qui  sont 
.dors  parallèles,  et  P,  AB  le  couple  proposé;  appliquons 
en  A',  ainsi  qu'en   B',  deux  foires  P',  P"  égales  et  parai- 
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lèles  à  P  et  de  sens  opposés  j  l'ensemble  de  ces  six  forces 
produira  évidemment  le  même  effet  sur  le  système  que  les 
deux  premières ,  puisque  les  quatre  autres  se  détruisent 
deux  à  deux.  Or  les  deux  forces  égales  et  de  même  sens, 
appliquées  en  A  et  B',  donnent  une  résultante  parallèle  et 
de  même  sens  égale  à  leur  somme,  et  appliquée  au  milieu 
O  de  AB',  qu'on  supposera  lié  invariablement  à  ces  deux 
points  ;  de  même  les  forces  appliquées  en  B  et  A'  donnent 
une  résultante  appliquée  au  milieu  de  A'B,  supposé  lié 
aux  points  B  et  A'.  Ces  deux  résultantes  sont  égales,  de 
sens  opposés,  et  appliquées  au  même  point  ;  car  les  lignes 
AB',  BA',  diagonales  du  parallélogramme  ABA'B',  se  cou- 
pent en  leur  milieu  :  elles  se  détruisent  donc,  et  il  ne  reste 

que  le  couple  P',  A'B',  qui  n'est  autre  chose  que  le  couple 
primitif  transporté  parallèlement  à  lui-même. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  le  second  bras  de  le- 
vier A'B'  ne  serait  pas  parallèle  au  premier.  Nous  pour- 
rons, d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  transporter  le 
couple  proposé  parallèlement  à  lui-même ,  de  manière  que 
le  milieu  de  son  bras  de  levier  coïncide  avec  le  milieu  O  de 


A'B'  [Jîg.  i4)j  et  *1  reste  à  démontrer  que  le  couple  P,  AB 
aurait  la  même  action  sur  le  système,  si  on  le  faisait  tour- 
ner dans  son  plan,  de  manière  que  son  bras  de  levier  AB 
vint  coïncider  avec  A'B'  qu'on  supposerait  lié  invariable- 
ment avec  le  système.  Pour  cela,  appliquons  en  A'  ainsi 
qu'en  B'  deux  forces  P',  P"  perpendiculaires  à  A'B',  égales 
à  P  et  en  sens  contraire  lune  de  l'autre;  ces  quatre  forces 
ne  changeront  rien  à  1  action  du  couple  proposé,  puis- 
qu'elles se  détruisent  deux  à  deux.  Mais  les  deux  forces 
égales  P,  P",  que  l'on  peut  supposer  appliquées  au  même 
point  D  lié  au  système,  donnent  une  résultante  dirigée  sui- 
vant la  bissectrice  DO  de  leur  angle,  qui  est  égale  et  op- 
posée à  celle  des  forces  P,  P",  appliquées  en  C  :  il  ne  reste 
donc  plus  que  le  couple  P',  A'B'. 
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Donc  l'action  d'un  couple  reste  la  même  quand  on  le 
transporte  de  manière  que  son  axe  reste  parallèle  à  lui- 
même  et  de  même  sens,  et  que  son  nouveau  bras  de  levier 
soit  lié  invariablement  au  premier. 

38.  Un  couple  peut  toujours  être  remplacé  par  un 
autre  de  même  sens,  situé  dans  le  même  plan  et  ayant, 
même  moment. 

Soit  un  couple  quelconque  P,  AB  {fig.  i5);  prolon- 
geons son  bras  de  levier  d'une  longueur  quelconque  BC,  et 
appliquons  aux  points  B,  C  des  forces  égales  et  opposées  Q, 
Q',  telles  que  l'on  ai  t  Q  X  BC  =  P  X  AB  ;  ces  quatre  forces 
ne  changeront  rien  à  l'action  du  couple  proposé.  Mais  les 
deux  forces  P,  Q'  appliquées  en  A  et  C,  auront  une  résul- 
tante égale  à  leur  somme,  et  appliquée  en  B,  en  vertu  de 
l'égalité  précédente.  Cette  résultante  sera  égale  à  la  somme 
des  forces  P,  Q'  appliquées  à  ce  même  point  en  sens  con- 
traire 5  ces  forces  se  détruisent,  et,  par  conséquent,  il  ne 
reste  plus  que  deux  forces  formant  un  couple  Q,  BC  de 
même  sens  et  de  même  moment  que  le  couple  proposé.  Et 
comme  on  peut  ensuite  le  transporter  de  manière  que  son 
axe  reste  parallèle  à  lui-même,  on  arrive,  en  réunissant 
ces  divers  résultats,  à  la  proposition  suivante  : 

Un  couple  peut  être  remplacé  par  tout  autre  dont  l'axe 
est  parallèle  au  sien,  et  de  même  sens}  et  dont  le  moment 
est  le  même. 

L'action  d'un  couple  est  donc  complètement  déterminée 
par  la  direction  de  son  axe  et  par  son  moment.  Nous  sup- 
poserons dorénavant  que  le  moment  soit  représenté  par  une 
longueur  portée  sur  la  direction  de  l'axe,  à  partir  de  son 
origine-,  de  cette  manière,  les  couples  seront  figurés  géomé- 
triquement, comme  les  forces,  par  une  ligne  donnée  en 
grandeur  et  en  direction.  Seulement,  dans  le  cas  des  cou- 
ples, cette  li^ne  pourra  être  transportée  parallèlement  à 
elle-même  d'une  manière  quelconque,  tandis  que,  dans  le 
i.  3 
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cas  des  forces ,  elle  ne  peut  1  être  que  le  long  de  sa  propre 
direction. 

Si  le  moment  d'un  couple  est  égal  à  zéro,  il  faut  que  la 
force  ou  le  bras  de  levier  soit  nul ,  et,  dans  les  deux  cas ,  il 
y  a  équilibre. 

Composition  des  couples. 

39.  Cas  où  leurs  axes  sont  parallèles.  —  Ces  couples, 
ayant  leurs  plans  parallèles,  peuvent  être  tous  ramenés  dans 
un  seul  plan-,  et,  en  leur  conservant  respectivement  les 
mêmes  moments ,  on  peut  leur  donner  à  tous  un  bras  de  le- 
vier égal,  et  les  placer  de  manière  que  tous  les  bras  de  le- 
vier coïncident.  Les  forces  relatives  aux  couples  de  même 
sens  coïncideront  alors  en  direction,  et  celles  qui  se  rap- 
portent aux  couples  de  sens  différents  seront  directement 
opposées  aux  premières.  A  chacune  des  extrémités  du  bras 
de  levier  commun,  elles  se  composeront  en  une  seule  égale 
à  la  différence  entre  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans 
un  sens  et  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  contraire, 
et  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux  som- 
mes. Ces  deux  résultantes  formeront  donc  un  couple  ayant 
le  bras  de  levier  commun ,  et  pour  moment  le  produit  de 
l'une  de  ces  résultantes  par  ce  même  bras  de  levier  :  ce  mo- 
ment sera  donc  évidemment  égal  à  la  différence  entre  la 
somme  des  moments  des  couples  agissant  dans  un  sens  et  la 
somme  des  moments  des  couples  de  sens  opposé ,  et  il  agira 
lui-même  dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux  som- 
mes 5  ce  que  nous  exprimerons  en  disant ,  pour  abréger,  que 
son  moment  est  la  somme  algébrique  des  moments  des  cou- 
ples composants ,  en  regardant  comme  positifs  ceux  des  cou- 
ples qui  agissent  dans  un  sens ,  et  comme  négatifs  ceux  des 
couples  qui  agissent  en  sens  contraire.  Ce  couple  résultant 
pourra ,  d'ailleurs  .  être  transporté  et  transformé  d'après  les 
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piincipcs  précédents.  Ce  résultat  peut  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Pour  composer  des  couples  dont  les  axes  sont  paral- 
lèles, on  transportera  tous  ces  axes  de  manière  au  ils  aient 
leur  origine  en  un  même  point  ;  on  les  composera  comme 
s'ils  représentaient  des  forces  en  grandeur  et.  en  direction; 
et  la  résultante  ainsi  obtenue  représentera  en  grandeur 
et  en  direction  l'axe  du  couple  résultant. 

40.  Cas  des  axes  non  parallèles. —  Considérons  d'abord 
deux  couples  seulement,  et  ramenons  leurs  axes  à  avoir 
leur  origine  en  un  même  point  A.  Soient  AB,  AC  (fig.  16) 
ces  axes  en  grandeur  et  en  direction.  Les  plans  de  ces  cou- 
ples couperont  le  plan  BAC  suivant  deux  droites  AM,  AN 
respectivement  perpendiculaires  à  AB,  AC  et  passant  au 
point  A.  Donnons  aux  deux  couples  des  bras  de  levier  AM, 
AN  respectivement  égaux  à  AB,  AC,  qui  représentent 
leurs  moments  ;  les  forces  appliquées  à  ces  bras  de  levier 
auront  alors  une  même  intensité  égale  à  l'unité.  Enfin, 
transportons  ces  couples  de  manière  qu'ils  aient  chacun 
une  force  de  même  sens  appliquée  en  A.  Les  droites  MA, 
NA,  qui  représentent  les  moments  des  couples,  sont  dis- 
posés de  manière  que  si  l'on  fait  tourner  leur  système  d'un 
angle  droit  autour  de  A,  de  manière  que  AM  vienii<- 
coïncider  avec  AB,  AN  coïncidera  alors  avec  AC;  et  la 
diagonale  AO  du  parallélogramme  construit  sur  AM  et  AN 
coïncidera  avec  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  BACD. 

Cela  posé,  transportons  le  couple  qui  est  sur  AB  de  ma- 
nière que  son  bras  de  levier  soit  le  côté  ON;  une  de  ses 
forces  détruira  celle  qui  est  appliquée  en  N,  et  les  quatre 
forces  se  réduiront  a  un  couple  ayant  pour  bras  de  leviei 
OA,  et  dont  l'axe  sera  dirigé  suivant  la  diagonale  AD  du 
parallélogramme  BACD,  qui  est  perpendiculaire  au  plan 
du  couple  et  située  du  côté  convenu.  De  plus ,  les  forces  qui 
constituent   ce   couple  résultant   étant  égales  à   celles  des 
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deux  autres,  sou  moment  devra  aussi  être  représenté  par- 
sou  bras  de  levier  AO,  ou  par  son  égal  AD;  d'où  résulte  ee 
théorème  : 

Deux  couples,  dont,  les  axes  ne  sont,  pas  parallèles,  se 
composent  en  un  autre  dont  l'axe  est  représenté  en  gran- 
deur et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  axes  des  deux  couples  composants. 

On  pourra  composer  ainsi  un  nombre  quelconque  de 
couples ,  et  l'on  renfermera  les  deux  cas  dans  une  seule 
proposition  qui  s'énoncera  comme  il  suit: 

Pour  composer  un  nombre  quelconque  de  couples  dont 
les  axes  ont  des  grandeurs  et  des  directions  quelconques , 
d  faut  transporter  ces  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  de 
manière  qu'ils  aient  tous  leur  origine  en  un  même  point,  et 
les  composer  comme  s'ils  représentaient  des  forces  en  gran- 
deur et  en  direction.  La  résultante,  ainsi  obtenue,  sera , 
en  grandeur  et  en  direction,  l'axe  du  couple  résultant. 

Toutes  les  questions  relatives  à  la  composition  et  décom- 
position des  forces  appliquées  en  un  même  point  se  repro- 
duiraient ici  pour  les  couples.  On  aurait  le  théorème  du 
parallélipipède  des  axes  comme  on  a  eu  celui  du  paralléli- 
pipède  des  forces ,  et  les  relations  entre  les  axes  composants 
et  l'axe  résultant  seraient  les  mêmes  qu'entre  les  trois 
arêtes  d'un  parallélipipède  et  sa  diagonale  \  nous  ne  croyons 
pas  nécessaire  de  revenir  sur  ces  détails. 

Conditions  d'équilibre  des  couples. 

il .  Si  les  axes  des  couples  sont  parallèles,  c'est-à-dire  si 
ces  couples  sont  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  pa- 
rallèles ,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  leur  équi- 
libre est  que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments  soit 
nulle,  puisque  cette  somme  est  le  moment  du  couple  ré- 
sultant. 

Si  les  axes  des  couples  ne  sont  pas  parallèles,  il  faudra 
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I  après  l'identité  de  la  composition  des  axe>  et  de  celle  des 

1  es,  que  les  sommes  algébriques  des  projections  des  axes 
-ni' trois  droites  non  situées  dans  un  même  plan,  soient 
séparément  nulles.  Si  tous  les  axes  étaient  dans  un  même 
pian,  il  suffirait  que  ces  sommes  fussent  nulles  relative- 
ment à  deux  droites  non  parallèles  situées  dans  ce  plan.  Ce 
cas  est  celui  où  les  plans  de  tous  les  couples  sont  perpen- 
diculaires à  an  même  plan. 

CHAPITRE  V. 

<  (EDITIONS    ET    ÉQUATIONS   D'ÉQUILIBRE  D'UN  SYSTÈME 

RIGIDE    QUELCONQUE,    ENTIEREMENT    LIBRE. 

42.  Réduction  générale.  —  Toute  force  peut  être  rem- 
placée par  une  force  égale  appliquée  en  un  point  quelconque 
lié  à  son  point  d'application,  et  par  un  couple  formé  dune 
force  égale  et  opposée  à  cette  dernière  et  de  la  force  pro- 
posée. Car  cela  revient  à  introduire  deux  forces  qui  se  dé- 
truisent. 

Si  l'on  fait  cette  décomposition  pour  toutes  les  forces 
d'un  système,  en  choisissant  le  même  point  pour  toutes, 
on  aura  toutes  ces  forces  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes,  eu  un  même  point,  et  de  plus  autant  de  couples 
situés,  en  général,  dans  des  plans  différents. 

En  composant,  d'une  part,  toutes  les  forces,  et,  d'une 
autre,  tous  les  couples,  le  système  se  trouvera  réduit  à 
une  seule  force  et  un  seul  couple. 

Or,  un  couple  ne  peut  être  détruit  par  une  force,  car 
alors  il  pourrait  être  remplacé  par  une  force  égale  et  op- 
posée. Donc  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'un  système  rigide  soit  en  équilibre,  sont  que  la  force  et 
le  couple  soient  séparément  nuls.  Chacune  de  ces  condi- 
tions s'exprim<  ,  eu  général,  par  trois  équations.  L'équi- 
libré du  système  est  donc  exprimé  pai  >is  équations 
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Avant  de  passer  au  cas  général,  nous  considérerons  en 
particulier  celui  où  les  forces  sont  parallèles.  Il  se  dédui- 
rait facilement  du  cas  général  ;  mais  il  est  plus  simple  de  le 
traiter  directement. 

Equilibre  et  composition  des  forces  parallèles. 

43.  Supposons  d'abord  les  forces  situées  dans  un  même 
plan ,  et  d'un  point  quelconque  O  abaissons  une  perpen- 
diculaire sur  leurs  directions  :  elle  les  rencontrera  en  des 
points  que  nous  rapporterons  au  point  0  comme  origine, 
et  qui  seront  donnés  par  leurs  abscisses  positives  ou  né- 
gatives. 

Soient  P  une  quelconque  des  forces,  et  x  1  abscisse  cor- 
respondante: on  la  remplacera  par  une  force  égale  et  de 
même  sens  agissant  en  O,  et  un  couple  ayant  pour  mo- 
ment P x. 

Or,  si  l'on  considère  successivement  des  forces  dans  des 
sens  différents  et  des  abscisses  positives  et  négatives,  on 
reconnaît  facilement  que  le  sens  du  couple  change  lors- 
qu  une  seule  des  quantités  P  et  x  change  de  sens,  et  que 
le  sens  du  couple  ne  change  pas  lorsque  ces  deux  quantités 
restent  de  même  sens  ou  en  changent  à  la  fois.  Donc,  si  les 
forces  sont  considérées  comme  positives  dans  un  sens  et 
négatives  en  sens  contraire,  le  produit  Vx  est  de  même 
signe  pour  les  couples  de  même  sens,  et  de  signe  contraire 
pour  des  couples  de  sens  opposé.  La  somme  algébrique  de 
ces  produits,  faite  pour  toutes  les  forces  du  système ,  et  que 
nous  exprimerons  par  SPx,  donne  donc  la  valeur  du  mo- 
ment du  couple  résultant ,  et  le  sens  de  ce  couple.  Si  elle 
est  positive,  ce  couple  est  dans  le  sens  de  ceux  qui  corres- 
pondent à  une  force  positive  et  une  abscisse  positive  :  il  est 
de  sens  contraire  si  la  somme  est  négative.  D'après  cela, 
les    conditions   nécessaires   ci   suffisantes   pour   l'équilibre 
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ïP  =  o,       lPx=zo. 

44.  On  appelle  moment  dune  force  par  rapport  à  un 
point  le  produit  de  cette  force  par  la  distance  de  ce  point 
à  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit.  En  employant  celte  dé- 
nomination ,  on  énoncera,  de  cette  manière ,  les  conditions 
de  1  équilibre  qui  viennent  d'être  établies: 

Pour  que  des  forces  parallèles  situées  dans  un  même 
plan  et  appliquées  à  un  système  de  points  liés  invaria- 
blement  entre  eux  et  libres  dans  l'espace,  soient  en 
équilibre,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  somme 
algébrique  de  ces  forces  soit  nulle,  ainsi  que  la  somme 
algébrique  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  point 
quelconque  du  plan. 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies  relativement  à  un 
certain  point  du  plan,  l'équilibre  aura  lieu,  et,  par  consé- 
quent ,  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  tout 
autre  point  du  plan  sera  nulle.  C'est,  au  reste,  ce  qu'on 
vérifierait  immédiatement  en  faisant  usage  des  deux  équa- 
tions données. 

45.  Si  l'équilibre  n  a  pas  lieu,  c'est-à-dire  si  l'on  n'a 
pas  à  la  fois  2P  =  o,  SPx=  o,  on  peut  se  proposer  de 
déterminer  la  résultante ,  s'il  y  en  a  une  :  soient  R  sa  valeur 
positive  ou  négative,  et  x,  l'abscisse  qui  lui  correspond; 
il  y  aura  équilibre  dans  le  système ,  en  y  joignant  une  force 
égale  et  directement  opposée,  d'où  résulte 

—  R+SP  =  o,       —  Rj:,  +!P.r  =  O, 
OU 

v   p  r 

R  =  2P,      Ra?,  =  ZPa?,      x,  =  — — • 

v  P 

On  peut  donc  toujours  établir  l'équilibre  en  introduisant 
une  force  —  R,  et,  par  conséquent,  le  système  proposé 
peut  être  remplacé  par  la  fore*  R  égale  et  opposée  à  —  R; 
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excepté  dans  le  cas  où  l'on  aurai  t  S  P=o  sans  avoir  2  Pa;=o; 
on  trouverait  alors  x,  infini  ;  et,  en  elïët,  c'est  le  cas  où  le 
système  se  réduit  à  un  couple.  Dans  tout  autre  cas  ,  il  existe 
une  résultante  égale  à  la  somme  algébrique  des  compo- 
santes ,  et  située  à  une  distance  du  point  O  égale  à  la  somme 
algébrique  des  moments  des  força  par  l'apport  à  ce  point, 
divisée  par  la  somme  des  forces. 

46.  Supposons  maintenant  que  les  forces  ne  soient  pas 
dans  un  même  plan  5  menons  un  plan  quelconque  perpen- 
diculaire à  leurs  directions,  et  deux  autres  plans  parallèles 
aux  forces  et  faisant  entre  eux  un  angle  quelconque  5  ils 
couperont  le  premier  suivant  deux  droites  que  nous  pren- 
drons pour  axes  des  xety,  et  nous  supposerons  que  l'on 
donne  les  coordonnées  des  points  où  les  forces  peT%ent  le 
plan  XY. 

Cela  posé,  soient  x^y  les  coordonnées  du  point  I  {fig-  17), 
où  une  force  quelconque  P  perce  le  plan  XI' ,  coordonnées 
qui  sont  égales  à  celles  du  point  d'application  de  la  force. 
On  pourra  remplacer  cette  force  par  une  autre,  égale  et  de 
même  sens ,  appliquée  en  A ,  et  un  couple  ayant  pour  bras 
de  levier  AI.  Menons  par  le  point  1  deux  parallèles  IB,  IC 
aux  axes  des  x  et  des  y,  et  par  le  point  C  concevons  deux 
forces  égales  et  parallèles  à  P  et  de  sens  contraires;  nous 
aurons  ainsi,  au  lieu  du  premier  couple,  deux  autres  cou- 
ples ayant  pour  bras  de  levier  AC  et  CI,  et  P  pour  force. 
Le  premier  sera  dans  le  plan  ZY,  le  second  dans  un  plan 
parallèle  à  ZX,  et  pourra  être  transporté  dans  ce  dernier 
plan ,  où  AB  sera  son  bras  de  levier.  Leurs  moments  seront 
respectivement  Pj,  Px,  et  l'on  verrait  comme  dans  le  cas 
précédent  qu'en  prenant  avec  des  signes  contraires  les  forces 
et  les  coordonnées  qui  sont  en  sens  contraires,  les  couples 
situés  dans  les  plans  ZX,  ZY  se  réduisent  à  deux  couples 
situés  respectivement  dans  ces  mêmes  plans  et  ayant  pour 
moments  SPx,  2Py. 
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Ils  se  composent  en  un  seul  qui  ne  peut  être  nul  que  s  ils 
sont  tous  les  deux  nuls  séparément.  Les  conditions  de  l'équi- 
libre du  système  sont  donc 

47.  Si  les  forces  ne  sont  pas  en  équilibre ,  et  qu'elles  aient 
une  résultante  R ,  qui  perce  le  plan  XY  en  un  point  dont 
les  coordonnées  soient  xx ,  yt ,  il  y  aura  équilibre  si  l'on  in- 
troduit une  force  — R  appliquée  au  même  point;  et  réci- 
proquement, si  l'équilibre  a  lieu  de  cette  manière,  R  sera 
la  résultante  du  système.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant 
que  R ,  Xi ,  yt  puissent  être  déterminés  par  les  équations 
suivantes  : 

—  R-f-2P  =  o,      —Rxl^-lPxz=  o,      —  Rj,  +  SPr  =  o; 

d'où 

R=rlP,      Rj:,  =  SP^,      Rj-,  =  2Pj. 

Ces  équations  ne  sont  incompatibles  que  quand  xt  ou/, 
deviennent  indéfinis,  c'est-à-dire  quand  on  a  2P  =  o,  sans 
avoir  en  même  temps  2P;c  =  o,  2P^  =  05  et  c'est,  en  effet, 
le  cas  où  le  système  se  réduit  à  un  couple. 

48.  Dans  toutes  les  formules  précédentes ,  x  et  y  dési- 
gnent les  coordonnées  des  points  où  les  directions  des  forces 
percent  le  plan  XY.  Elles  sont  les  mêmes  que  celles  des 
points  d'application  de  ces  forces,  dont  la  coordonnée  z 
n'entre  pas  dans  les  équations  qui  expriment  l'équilibre, 
dans  le  système  d'axes  qui  a  été  adopté  5  et  l'on  pourrait 
même  remplacer  les  x  et  y  par  des  droites  parallèles  à  une 
direction  arbitraire,  et  terminées  respectivement  aux  mêmes 
plans  ZX  et  ZY  ;  car  on  ne  ferait  que  multiplier  tous  les 
termes  des  équations  par  un  même  nombre.  Si ,  pour  cha- 
cun des  plans  ZX,  ZY,  qui  font  toujours  entre  eux  un  angle 
quelconque,  on  substitue  aux  x  et  y  des  systèmes  quel- 
conques de  parallèles  affectées  des  mêmes  signes  que  ces 
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coordonnées  ,  el  qu  ou  appelle,  comme  précédemment,  mo- 
ment d'une  force  par  rapport  à  un  plan ,  le  produit  de 
cette  force  par  la  valeur  algébrique  de  cette  distance  oblique 
ou  rectangulaire  de  son  point  d'application  à  ce  plan;  les 
équations  précédentes  s'énonceront  comme  il  suit  : 

i°.  Pour  qu'un  système  de  forces  parallèles  soit  en 
équilibre ,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  somme  algé- 
brique des  forces  soit  nulle ,  et  que  la  somme  de  leurs  mo- 
ments par  rapport  à  deux  plans  qui  se  coupent  suivant  une 
ligne  parallèle  aux  forces ,  soit  nulle  pour  chacun  de  ces 
plans. 

2°.  La  résultante  d'un  système  de  forces  parallèles  est 
égale  à  la  somme  algébrique  de  ces  forces  ,•  et  son  moment 
par  rapport,  à  un  plan  quelconque  parallèle  aux  forces  est 
égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  des  composantes. 

3°.  Le  seul  cas  où  des  forces  parallèles  n'ont  pas  de 
résultante  est  celui  oh  leur  somme  est  nulle ,  sans  que  la 
somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  deux  plans  paral- 
lèles aux  forces  le  soit  elle-même  pour  chacun  de  ces  plans . 

49.  La  résultante  passant  toujours  par  un  même  point, 
qui  est  le  centre  des  forces  parallèles,  quelque  direction 
que  l'on  donne  au  système,  en  faisant  tourner  les  forces 
autour  de  leurs  points  d'application,  il  s'ensuit,  comme 
nous  lavions  déjà  démontré  (n°  0),  que  le  moment  de  la 
résultante  par  rapport  à  un  plan  quelconque  est  égal  à  la 
somme  des  moments  des  composantes  par  rapport  à  ce 
plan;  car,  en  amenant  les  forces  à  être  parallèles  à  ce  plan 
sans  cesser  d'être  parallèles  entre  elles  et  de  conserver  leurs 
sens  respectifs,  et  sans  changer  leurs  points  d'application  , 
on  rentre  dans  le  cas  précédent ,  et  le  théorème  est  démon- 
tré, puisque  les  moments  sont  restés  les  mêmes,  malgré  le 
changement  de  direction  des  forces. 

11  suit  de  là  que,  pour  avoir  la  distance  positive  ou  néga- 
tive du  «entre  des  forces  parallèles  a  un  plan  quelconque . 
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il  faut  diviser  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  ce  plan  ,  par  la  somme  algébrique  des  forces. 
On  déterminera  donc  les  trois  coordonnées  de  ce  point,  en 
prenant  les  sommes  des  moments  par  rapport  aux  trois 
plans  coordonnés,  et  les  divisant  par  la  somme  des  forces. 
On  retombe  ainsi  sur  la  règle  donnée  (n°  35). 

On  voit  que,  pour  que  le  centre  des  forces  parallèles  soit 
situé  dans  un  certain  plan,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  ce  plan 
soit  égale  à  zéro. 

Equilibre  de  forces  dirigées  d'une  manière  quelconque 
dans  t'espace. 

50.  Quoiqu'il  soit  plus  commode  pour  le  calcul  de  pren- 
dre des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  il  est  cependant 
nécessaire  de  traiter  la  question  plus  généralement-,  et  nous 
supposerons  les  axes  obliques. 

Nous  allons  commencer  par  réduire  le  système  total  des 
forces  à  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes  de  coordonnées, 
et  à  trois  couples  situés  dans  les  plans  de  ces  axes  pris  deux 
à  deux. 

Soient  P,  P',  P",.-  •  les  forces  données;  (X,  Y,  Z), 
(X/,  Y',  Z'), .  .  .  leurs  composantes  positives  ou  négatives; 
et  (x, y,  z),  (x\y' ,  z'), ...  les  cordonnées  de  leurs  points 
d'application  respectifs. 

Considérons  l'une  quelconque  des  forces  données ,  par 
exemple  la  force  P  (fig.  18),  appliquée  au  point  M;  sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  que  ses  trois  composantes  X, 
Y,  Z  soient  dans  le  sens  des  axes  positifs,  et,  de  plus,  que 
les  coordonnées  x,  r,  z  du  point  d'application  M  soient 
positives.  La  force  Z  peut  être  remplacée  par  une  force 
égale  et  parallèle  appliquée  en  A.  et  un  couple  situé  dans 
le  plan    VIAZ;  ce   couple   peut  être  décomposé   en  deus 
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autres,  Z,AB,  Z,AC,  situés  dans  les  plans  zx ,  z;  .  Ou 
remarquera  que  AB,  AC  ne  sont  pas  les  bras  de  levier  de 
ces  couples ,  puisqu'ils  font  avec  les  forces  de  ces  couples  des 
angles  égaux  à  ceux  des  axes  des  coordonnées  situés  dans 
leur/s  plans.  Mais  pour  les  couples  que  chaque  force  P  don- 
nera dans  un  même  plan  coordonné,  l'angle  des  forces  et 
du  bras  de  levier  oblique  sera  toujours  le  même,  puisqu'il 
sera  celui  des  axes  de  coordonnées ,  et  par  conséquent  il  n'y 
a  aucun  inconvénient  à  prendre,  au  lieu  de  leur  moment, 
le  produit  de  la  force  par  le  bras  de  levier  oblique  j  car  ces 
produits  ne  différeront  des  moments  que  par  un  facteur 
constant,  et  l'on  aura  la  même  équation  en  égalant  leur 
somme  algébrique  à  zéro.  Quant  aux  signes  de  ces  moments, 
nous  considérerons  comme  positifs  ceux  des  couples  dont 
l'axe  serait  du  même  côté  de  leur  plan  que  Taxe  des  coor- 
données positives  qui  n'y  est  pas  renfermé. 

Les  moments  des  couples  Z ,  AB ,  Z ,  AC  seront  donc 
exprimés  par  —  Zx  et  -f-  Zy. 

Chacune  des  forces  X  et  Y  donnera  semblablement  une 
force  égale  et  parallèle  appliquée  en  A,  et  deux  couples 
dont  les  moments  se  déduiront  des  précédents  par  des 
changements  de  lettres  dont  la  loi  est  facile  à  saisir  ;  ils 
seront,  pour  la  première,  — Xy,  -\-Xz;  et,  pour  la  se- 
conde, —  Y.z,  -+-  Y x. 

Réunissant  les  moments  des  couples  situés  dans  le  même 
plan,  on  aura,  au  lieu  de  la  force  P,  ses  trois  compo- 
santes X,  Y,  Z  appliquées  au  point  A  ,  et  trois  couples  si- 
tués dans  les  plans  coordonnés,  et  ayant  respectivement 
pour  moments,  à  des  facteurs  constants  près, 

jZ-zY...,     zX  —  xZ...,     xY—jX 

Une  discussion  semblable  à  celle  que  nous  avons  laite 
dans  le  cas  des  forces  parallèles  démontrerait  la  généralité 
de  ces  expressions,  en  considérant  les  coordonnées  J\  1     2 
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et  les  composantes  X,  Y,  Z  comme  positives  quand  elles 
sont  dirigées  respectivement  dans  le  même  sens  que  les 
axes  AX,AY,  AZ,  et  comme  négatives  quand  elles  sont 
dirigées  en  sens  contraire. 

Si  l'on  fait  la  même  décomposition  pour  toutes  les  forces 
du  système,  et  qu'on  indique  par  2  la  somme  des  termes 
semblables  relatifs  à  toutes  les  forces,  on  trouvera,  en  éga- 
lant à  zéro  les  expressions  des  trois  résultantes  dirigées  sui- 
vant AX,  AY,  AZ,  ainsi  que  des  trois  couples  résultants 
situés  dans  les  plans  coordonnés, 

sX  =  o,      5;Y  =  o,     2Z=o, 

2(/Z  —  zY)  =  o,      2(zX-xZ)  =  o,      ï[xY  —  yX)=o. 

Telles    sont   les   équations  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l'équilibre  d'un  système  rigide  entièrement  libre. 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires ,  désignons 
par  a,  o,  y  les  angles  que  la  direction  que  la  force  quel- 
conque Pfait  avec  les  axes  positifs  5  on  aura 

X=rPcosa,      Y=PcosS,      Z  =  Pcosy, 
et  ces  six  équations  d'équilibre  deviendront 

iPcosa  =  o,      2Pcos6=o,     ZPcosy  =  o, 

ZP  (^COSy  —  zcosê)  =  0,      IP  (zcosa  —  XCOSy)  =  o, 

SP  (xcos6  —  rcosa)  =  O. 

Cas  où  les  forces  sont  situées  clans  un  même  plan. 

51.  Si  toutes  les  forces  étaient  dans  un  même  plan,  par 
exemple  dans  le  plan  XY,  les  composantes  Z  seraient  nulles 
ainsi  que  les  coordonnées  z,  et  les  six  équations  générales 
se  réduiraient  aux  trois  suivantes  : 

i\r=o.      lY  =  o       ï(xT-;X)=o. 
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Si  l'on  voulait  traiter  directement  ce  cas  particulier,,  il 
n  v  aurait  qu'à  suivre  la  même  marche  que  dans  le  cas  gé- 
néral, en  partant  des  données  plus  simples  de  la  question 
actuelle.  On  prendrait  deux  axes  AX,  AY  [fig.  ip),  dans 
le  plan  des  forces ,  et  l'on  substituerait  à  une  force  quel- 
conque P  ses  deux  composantes  X,  Y,  parallèles  aux  axes. 
On  remplacerait  ensuite  X  par  une  force  égale  et  parallèle 
appliquée  en  A ,  et  le  couple  X ,  BM  ;  de  même  Y  pourrait 
être  remplacée  par  une'  force  égale  et  parallèle  appliquée 
en  A ,  et  le  couple  Y ,  AB.  Les  bras  de  levier  obliques  de  ces 
couples  faisant  avec  les  forces  un  même  angle ,  qui  est  celui 
des  axes  de  coordonnées,  on  pourra  prendre  pour  les  mo- 
ments les  produits  des  forces  par  ces  bras  de  levier,  qui 
sont  les  coordonnées  des  points  d'application  des  forces. 
Dans  le  cas  où  les  deux  composantes  X ,  Y,  ainsi  que  les 
coordonnées  x ,  y,  sont  dirigées  dans  le  sens  des  axes  posi- 
tifs, on  a  deux  couples  de  sens  contraires  dont  la  somme 
des  moments  est  .rY  — yX,  en  considérant  comme  positifs 
ceux  dont  le  sens  est  celui  de  la  rotation  de  l'axe  des  x  po- 
sitifs vers  l'axe  des  y  positifs;  et  l'on  reconnaîtrait,  comme 
précédemment,  que  si  le  sens  des  composantes  et  des  coor- 
données change,  il  faut  conserver  cette  même  expression  , 
en  y  considérant  comme  négatives  les  quantités  dont  la  di- 
rection a  changé.  De  cette  manière,  les  résultantes  des 
forces  dirigées  suivant  les  axes  seront  SX,  S  Y,  et  le  mo- 
ment du  couple  résultant  sera  S  (  x  Y — J'X).  Les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  seront  donc 

lX  =  o,      2Y  — o,      l(xY  —  jX)  =  o. 

52.  La  dernière  peut  se  présenter  sous  une  autre  forme, 
en  décomposant  la  force  quelconque  P  en  une  force  égale  et 
parallèle  appliquée  en  A,  et  un  couple  ayant  pour  moment 
P/?,  p  désignant  la  distance  de  la  force  P  au  point  A. 
Décomposant,  suivant  les  deux  axes,  la  force  appliquée  en 
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\.  el  faisant  la  même  transformation  pour  toutes  les  forces, 

on  réduira  le  système  à  deux  forces  SX,  2Y,  dirigées  sui- 
vant les  axes,  et  un  couple  ayant  pour  moment  2P/>,  les 
ternies  de  cette  dernière  somme  étant  considérés  comme  de 
mêmes  signes  ou  de  signes  contraires,  suivant  que  les  cou- 
ples sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraire.  Les  équations 
d'équilibre  seront  donc 

2  X  =  o ,      iY=o,     lPp  =  o. 

La  troisième,  qui  est  la  seule  dont  la  forme  soit  changée, 
exprime  que  la  somme  des  moments  des  forces ,  par  rap- 
port, à  un  point  quelconque  du  plan,  est  nulle. 

CHAPITRE  VI. 

ÉQUILIBRE     D'UN    SYSTÈME    RIGIDE,     OUI    IN'EST     PAS 
ENTIÈREMENT    LIBRE. 

53.  Cas  d'un  point  fixe.  —  Si  l'on  prend  le  point  fixe 
pour  origine,  les  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes  se- 
ront détruites  par  la  résistance  de  ce  point.  Or,  des  couples 
appliqués  à  un  système  qui  renferme  un  point  fixe  doivent 
se  faire  équilibre  comme  si  le  corps  était  entièrement  libre  ; 
car,  s'ils  donnaient  un  couple  résultant  différent  de  zéro, 
on  pourrait  le  transporter  de  manière  qu'une  de  ses  forces 
passât  par  le  point  fixe,  qui  la  détruirait:  il  resterait  donc 
une  force  qui  ne  passerait  pas  par  le  point  fixe ,  et  mettrait 
ce  système  en  mouvement.  Les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  l'équilibre  du  système  seront  donc 

ï(jZ-aY)=0)      1{zX  —  a?Z)  =  o,      ï{xY—yX)  =  o. 

Les  couples  se  détruisant  indépendamment  du  point  fixe, 
n'exercent  aucun  effort  sur  lui ,  et  ne  tendent  qu:à  rompre 
le  système.  Le  point  fixe  n'est  donc  sollicité  que  par  la 
résultante  des   forces  SX,  S  Y,  SZ;    cette  résultante  est 
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égale  et  opposée  à  la  force  que  développe  ce  point  pour 
établir  L'équilibre. 

Un  corps  qui  peut  tourner  librement  autour  d'un  point 
lixe,  constitue  la  machine  que  1  on  nomme  levier;  le  point 
fixe  se  nomme  point  d'appui.  On  voit  donc  que  l'équilibre 
du  levier  exige  que  les  couples  qui  naissent  du  transport  de 
toutes  les  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  d  ap- 
pui ,  se  détruisent  d'eux-mêmes.  S'il  n'y  a  que  deux  forces , 
il  faut  alors  quelles  soient  dans  un  même  plan  avec  le 
point  d'appui,  et  que  les  deux  couples  qu'elles  produisent 
soient  de  sens  contraires  et  aient  des  moments  égaux.  Ces 
moments  sont  aussi  les  moments  des  forces  par  rapport  au 
point  d'appui. 

La  résultante  des  forces  transportées  au  point  d'appui , 
constituant  tout  ce  qui  n'est  pas  détruit  par  la  rigidité 
seule  du  corps,  ne  l'est  que  par  le  point  d'appui  et  forme 
ce  que  l'on  appelle  la  charge  de  ce  point. 

Si  le  levier  n'était  que  posé  sur  une  surface  solide  sur 
laquelle  il  pourrait  glisser  librement,  il  faudrait  pour  l'é- 
quilibre que  cette  résultante  fût  normale  à  la  surface  fixe. 

54.  Cas  d'un  axe  Jixe.  —  Si  deux  points  du  système 
sont  fixes,  tous  les  points  situés  sur  la  droite  qui  les  ren- 
ferme sont  invariables  de  position ,  et  le  corps  est  dans  le 
même  cas  que  s'il  était  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  dont  les  points  seraient  susceptibles  d'offrir  en  tous 
sens  une  résistance  indéfinie.  Si  l'on  prend  cette  droite 
pour  axe  des  z,  les  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes 
seront  détruites,  ainsi  que  les  couples  qui  sont  situés  dans 
les  deux  plans  qui  passent  par  l'axe  des  z ,  et  dont  les  bras 
de  levier  pourraient  être  transportés  sur  cet  axe  même.  Il 
ne  reste  donc  plus  que  le  couple  résultant  situé  dans  le 
plan  xy^  et  qui  ne  saurait  être  détruit  par  l'axe  fixe.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  donc. 
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dans  ce  eus  .  • 

2(iY-/X)=0. 

35.  Pour  connaître  les  efforts  exercés  sur  l'axe  fixe ,  il  faut 
composer  les  forces  qu'il  détruit.  Les  couples  situés  dans  le 
plan  ZX  et  la  force  SX  se  réduisent  à  une  force  qui  ren- 
contre l'axe,  à  moins  que  l'on  n'ait  SX  =  o,  auquel  cas 
on  aurait  un  couple  seulement  :  il  en  est  de  même  dans  le 
plan  ZY.  Outre  ces  efforts  appliqués  à  l'axe,  il  y  a  encore 
la  force  2Z  qui  tend  à  l'entraîner  dans  le  sens  où  elle  est 
dirigée.  L'axe  produit  donc  des  forces  égales  et  contraires 
à  celles-ci,  puisqu'il  les  tient  en  équilibre. 

Si  deux  points  seulement  du  système  sont  fixes,  les  ré- 
sistances ne  peuvent  provenir  que  des  deux  points ,  et  l'on 
devra  décomposer  les  forces  qui  rencontrent  l'axe  en  d'au- 
tres qui  passent  par  ces  points ,  et  feront  connaître  les  forces 
qu'ils  produisent  pour  détruire  celles-ci.  Quant  à  la  force 
dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint ,  elle  peut  être  décom- 
posée d'une  infinité  de  manières  en  deux  autres  appliquées 
à  ces  points  ;  et  il  en  serait  de  même  s'il  y  avait  un  plus 
grand  nombre  de  points  fixes  sur  la  même  droite. 

56.  On  pourrait  supposer  que  le  corps  eût  la  liberté  de 
glisser  le  long  de  l'axe  fixe,  et  en  même  temps  de  tourner 
autour  de  lui.  Dans  ce  cas,  l'axe  détruirait  toutes  les  forces 
dont  la  direction  lui  serait  perpendiculaire,  et  n'en  pour- 
rail  détruire  aucune  autre.  11  faudrait  donc  décomposer 
chaque  force  qui  rencontre  l'axe  en  deux  autres,  l'une  sui- 
vant l'axe,  l'autre  perpendiculaire.  Mais  alors  il  est  plus 
simple  de  prendre  des  axes  rectangulaires,  et  les  conditions 
d'équilibre  seront  exprimées  par  les  deux  équations 

2  P  cos  7  =  o ,     I  P  (x  cos  S  —  y  cos  7  )  =  o. 

On  connaîtra  la  résistance  de  l'axe  en  composant  les  cou- 
ples situés  dans  les  plans  ZX,  ZY,  et  les  forces  dirigées  sui- 
vant les  axes  des  X  et  des  )  . 

4 
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Si  le  corps  ne  pouvait  que  glisser  sans  tourner,  L'équa- 
tion ZP  cosy  =  o  serait  suffisante  et  nécessaire,  et  le  couple 
situé  dans  le  plan  xj  forait  connaître  la  résistance  opposée 
par  l'axe  à  la  torsion. 

La  machine  que  Ton  nomme  tour  ou.  treuil,  n'est  autre 
chose  qu'un  corps  solide  qui  a  la  liberté  de  tourner  sans 
glisser  autour  d'un  axe  fixe.  Ce  qui  précède  fait  donc  con- 
naître la  condition  d'équilibre  de  cette  machine  et  la  charge 
que  supporte  l'axe. 

Lorsque  les  forces  se  réduisent  à  deux,  situées  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe,  la  condition  d'équilibre  con- 
siste en  ce  que  ces  forces  sont  en  raison  inverse  de  leur  dis- 
tance à  l'axe. 

57.  Remarque.  —  Les  deux  derniers  cas  particuliers  que 
nous  venons  de  traiter  donnent  une  interprétation,  qu'il 
est  bon  de  connaître,  aux  six  équations  de  l'équilibre  rela- 
tives à  des  axes  coordonnés  rectangulaires.  Si  l'on  consi- 
dère trois  droites  rectangulaires  qui  se  coupent  en  un  même 
point,  et  qu'on  fixe  l'une  quelconque  d'entre  elles  de  ma- 
nière que  le  corps  n'ait  que  la  liberté  de  glisser  le  long  de 
cet  axe  sans  tourner,  les  trois  premières  équations  d'équi- 
libre expriment  que  les  forces  données  ne  permettront 
aucun  de  ces  trois  mouvements.  Les  trois  autres  expriment 
que  si  le  corps  avait  successivement  la  liberté  de  tourner 
sans  glisser  autour  de  chacun  des  mêmes  axes  successive- 
ment, aucun  de  ces  mouvements  ne  sera  produit  par  les 
mêmes  forces. 

Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  énoncées  d'une 
manière  qu'il  n'est  pas  inutile  de  connaître.  Si ,  par  le 
point  d'application  de  la  force  P,  on  mène  un  plan  perpen- 
diculaire à  AZ  qui  coupe  cette  ligne  en  O,  et  qu'on  décom- 
pose la  force  en  une  force  parallèle  à  cet  axe  et  une  autre 
située  dansle  plan  perpendiculaire,  la  première  sera  P  cos  y, 
et  la  seconde  P  sin  y  scia  la  résultante  des  forces  P  co 
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l>  <  os  o  ,  parallèles  à  AX  ,  AY.  Le  moment  de  eelle  force  Q 
par  rapport  à  O,  que  l'on  appelle  aussi  le  moment  de  la 
force  P  par  rapport  à  AZ,  sera  donc  la  somme  algébrique 
îles  moments  des  deux  autres,  ou 

P  (x  cos  ?  —  r  cos  a). 

Ce  qui  est  le  couple  relatif  à  la  force  P  estimé  suivant  Taxe 
des  z.  D'où  Ion  voit  que  les  trois  dernières  équations  d'é- 
quilibre expriment  que  les  sommes  des  moments  de  toutes 
les  forces  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  sont 
séparément  égales  à  zéro. 

On  peut  remarquer  que  la  distance  du  point  O  à  la  force 
Q,  n'est  autre  chose  que  la  distance  de  O  au  plan  mené 
par  la  force  P  parallèlement  à  Taxe  des  z  ;  c'est  donc  la 
plus  courte  distance  de  la  force  P  à  cet  axe.  De  sorte  que  le 
moment  d'une  force  par  rapport  «à  un  axe  est  le  produit  de 
la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites  par  la  compo- 
sante de  cette  force  perpendiculairement  à  l'axe. 

Cas  ou  le  corps  s  appuie  sur  un  plan  fixe. 

58.  On  prendra  pour  plan  des  x  et  y  celui  sur  lequel 
le  corps  s'appuie  par  un  nombre  quelconque  de  points.  Ce 
plan  ne  peut  produire  que  des  forces  normales  et  de  même 
sens,  appliquées  aux  points  de  contact  avec  le  corps,  et  ces 
forces  ont  nécessairement  une  résultante  normale  égale  à 
leur  somme.  Il  est  donc  nécessaire  que  toutes  les  forces 
appliquées  au  corps  aient  une  résultante  parallèle  à  l'axe 
des  z  :  d'où  résultent  les  équations 

3Pcosa=ro,     ï:  P  cos  6  =  o ,     iP(jccos?  — ^cosa)  =  o. 

De  plus,  en  composant  successivement  les  forces  dévelop- 
pées par  le  plan  fixe,  on  reconnaît  facilement  que  leur  ré- 
sultante ne  peut   avoir  son  point  d'application  <>n  dehors 

l 
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du  polygone  convexe  qui  renferme  tous  les  points  de  con- 
tact :  il  est  donc  nécessaire  que  la  résultante  de  la  force 
S  P  cos  y  et  des  deux  couples  situés  dans  les  plans  ZX ,  ZY, 
ait  son  point  d'application  dans  l'intérieur  de  ce  môme 
polygone  et  tende  à  appuyer  le  corps  sur  le  plan.  Récipro- 
quement, si  cette  condition  est  remplie,  l'équilibre  aura 
lieu,  parce  que  cette  résultante  pourra  toujours  être  dé- 
composée en  forces  normales  au  plan  et  appliquées  aux 
divers  points  de  contact. 

Ces  forces  devront  satisfaire  aux  trois  équations  données 
par  la  théorie  des  forces  parallèles-,  elles  seront  donc  in- 
déterminées, s'il  y  a  plus  de  trois  points  5  elles  le  seront 
même  dès  qu'il  y  en  aura  plus  de  deux  en  ligne  droite.  S'ils 
y  sont  tous,  le  point  d'application  de  la  résultante  devra 
se  trouver  sur  cette  droite;  enfin,  s  il  n'y  avait  qu'un  point 
de  contact,  il  serait  nécessaire  qu'il  fût  situé  sur  la  direc- 
tion de  la  résultante. 

Conditions  pour  qu'un  système  de  forces  ait  une  résul- 
tante. —  Détermination  de  cette  résultante. 

59.  Pour  qu'un  système  de  forces  ,  non  en  équilibre ,  soit 
réductible  à  une  force  unique,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
qu'en  introduisant  une  force  convenable,  on  établisse  l'é- 
quilibre; car  le  système  proposé  pourra  être  remplacé  par 
une  force  égale  et  opposée  à  celle-ci.  Or,  nous  avons  vu  que 
tout  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  rigide,  pou- 
vait être  réduit  à  une  force  et  un  couple  ;  il  est  donc  néces- 
saire que  cette  force  et  celle  que  l'on  introduira  détruisent 
le  couple  résultant.  Or,  ces  deux  forces  peuvent  toujours  se 
réduire  à  un  couple  et  une  force ,  et  il  faut  que  cette  der- 
nière soit  zéro;  car,  sans  cela,  il  faudrait  qu'elle  fût  en 
équilibre  avec  le  couple  résultant  des  deux  autres.  Les  deux 
forces  doivent  donc  former  un  couple  qui  détruise  le  couple 
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résultant  du  système  donné.  11  faut  donc  que  la  force  ré- 
sultante soit  parallèle  au  plan  du  couple  résultant,  et  ne 
soit  pas  nulle.  Et  réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  il  exis- 
tera une  force  qui  formera,  avec  la  force  résultante,  un 
couple  qui  détruira  le  couple  résultant;  et,  par  conséquent, 
le  système  proposé  sera  réductible  à  une  seule  force. 

60.  Cherchons  maintenant  à  déterminer  la  résultante 
totale  du  système  ;  et  prenons  les  axes  de  coordonnées  de  la 
manière  la  plus  générale. 

Soient  x},  yï,  zx  les  coordonnées  de  son  point  d  applica- 
tion ,  etX,,  Y1}  Zj  ses  composantes  5  il  y  aura  équilibre  en 
introduisant  dans  le  système  une  force  appliquée  au  même 
point,  ayant  pour  composantes 

Xi ,  Y 1 ,  L\\ 

d'où  l'on  tire,  d'après  les  équations  générales  de  l'équilibre, 

en  représentant  par  X,  Y,  Z  les  sommes  des  composantes 
suivant  les  trois  axes, 

X,  =  X,     Y,  =  Y,     Z=Z; 
Z,j,  —  Y,z,  =  L,       X,z,  —  Z,x,  =  M,        Y.x,  —  X,  j,  =  N; 

et  réciproquement,  si  l'on  satisfait  à  ces  équations  ,  il  y  aura 
une  résultante  appliquée  au  point  (.r,  ,  yx ,  zr) .  et  ayant 
pour  composantes  X,,  Y1}  Zj.  Les  trois  premières  font  con- 
naître les  composantes  de  la  force  cherchée,  et,  par  suite, 
la  direction  de  celte  force  et  son  intensité.  Les  trois  autres 
déterminent  les  coordonnées  de  son  point  d'application  .  el 
deviennent,  en  vertu  des  premières, 

Zyx  —  Yz,  =  L,     Xz,  —  Zxt  =  M,     Yx,  —  Xj,  =  N. 

Or,  si  on  les  ajoute  après  avoir  multiplié  la  première 
par  X,  la  seconde  par  Y,  et  la  troisième  par  Z,  on  trouve 

LX  +1MY-+-  NZ  =  o, 

équation  nécessaire  pour  qu'il  n'y  nir  pas  incompatibilité, 
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et  par  suite  pour  qu'il  y  ait  une  résultante.  Les  trois  équa- 
tions se  réduisent  donc  à  deux  quelconques  d'entre  elles ,  et 
comme  elles  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  x^ .  y^ ,  zx , 
elles  déterminent  une  ligne  droite.  Le  système  peut  donc 
être  remplacé  par  une  force  dont  les  composantes  sont  X,Y, 
Z,  et  appliquée  en  un  point  quelconque  de  cette  droite  qui, 
par  conséquent,  ne  peut  être  autre  chose  que  la  direction 
même  de  la  résultante.  C'est  ce  qu'on  reconnaît  d'ailleurs 
d'après  ses  équations ,  qui  montrent  qu'elle  est  parallèle  à  la 
résultante  des  forces  X ,  Y,  Z. 

61 .  Lorsque  l'équation  précédente  n'est  pas  satisfaite,  le 
système  n'a  pas  de  résultante,  mais  il  peut  être  réduit  à 
deux  forces  non  situées  dans  un  même  plan.  En  effet,  il 
peut  être  remplacé  par  U7i  couple  et  une  force  non  paral- 
lèle au  plan  du  couple:  et  l'on  peut  toujours  faire  en  sorte 
que  cette  force  rencontre  l'une  de  celles  qui  forment  le  cou- 
ple :  il  suffit  de  transporter  convenablement  ce  dernier.  Or, 
si  Ton  compose  ces  deux  forces  appliquées  au  même  point, 
et  dont  l'une  n'est  pas  comprise  dans  le  plan  du  couple, 
elles  donneront  une  résultante  qui  ne  sera  pas  située  dans 
ce  plan.  Le  système  sera  donc  réduit  à  deux  forces  non  si- 
tuées dans  un  même  plan. 

Une  construction  inverse  ferait  voir  réciproquement  que 
deux  forces  non  dans  un  même  plan  peuvent  être  rempla- 
cées par  un  couple  et  une  force  non  parallèle  à  son  plan,  et 
que  par  conséquent  elles  n'ont  pas  de  résultante.  Ou  peut 
encore  démontrer  très-simplement  cette  dernière  proposi- 
tion, sans  s  appuyer  sur  la  théorie  des  couples.  En  effet,  si 
deux  forces  ,  non  dans  un  même  plan  ,  avaient  une  résul- 
tante, il  y  aurait  équilibre  en  introduisant  une  force  égale 
et  contraire.  Cet  équilibre  ne  serait  pas  dérangé  en  liant  les, 
points  du  système  à  une  droite  fixe,  et  choisie  de  manière 
qu'elle  rencontrât  la  direction  de  la  force  introduite  et  de 
L'une  des  proposées,  sans  rencontrer  l'autre  :  ce  qui  est  pos- 
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sibled  une  inGnilé  de  manières.  Mais  alors  deux  des  forces 
•  tant  détruites,  il  faudrait  que  la  troisième  le  fût ^  ce  qui 
u  est  pas,  puisqu'elle  ue  rencontre  pas  l'axe.  Donc  les  deux 
forces  n'avaient  pas  de  résultante. 

Résultante  de  forces  dans  un   même  plan. 

(>ti.  Si  toutes  les  forces  soûl  dans  un  même  plan  ,  on  pren- 
dra les  axes  des  x  et  des  y  dans  ce  plan  ;  les  composantes  ci 
les  coordonnées  parallèles  à  l'axe  des  z  seront  nulles  ;  on 
aura  donc  Z  =  o ,  L  =  o,  M  =  o,  et  la  résultante  sera 
déterminée  par  les  équations 

X,=  X,     Y,— Y,     Yx,-Xj,  =  .\. 

Les  deux  premières  déterminent  la  grandeur  et  la  direction 
de  cette  force  ;  la  troisième  est  celle  d'une  droite  dont  tout 
point  peut  èlre  considéré  comme  le  point  d  application  de 
la  résultante  :  c  est  donc  1  équation  même  de  la  résultante. 
Elle  deviendrait  impossible  si  Ion  avait  X  =  o,  Y  =  o, 
sans  avoir  N  =  o;  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  géné- 
rale faite  précédemment  :  les  forces  se  réduisent  alors  à  un 
<  <>uplc.  Toutes  les  fois  que  l'on  n'a  pas  X  =  o  .  ï  =  o,  la 
résultante  .existe  sans  autre  condition,  et  Ton  peut  remar- 
quer que  la  condition  générale  exprimée  par  l'équation 

LX  -f-  MY  H-  NZ  =  o 

est  satisfaite,  puisque  l'on  a 

i 

L  =  o ,      M  =  o,     Z  =  o . 

(î3.  La  troisième  équation,  qui  détermine  la  résultante, 
peut  être  mise  sous  une  autre  forme,  en  introduisant, 
comme  précédemment .  les  moments  des  forces  par  rappoi  i 
à  l'origine. 

Soicnl   f!  1  intensité  de  la  résultante,  <'i  R/  son  moment 
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positif  ou  négatif  ;  la  force  opposée  à  R  aura  pour  mo- 
ment—  R/',  <'t  l'équilibre  sera  exprimé  par  les  trois 
équations 

X,  =  X,      T,=  Y,       —  R/'-f-  2P/>=o; 
d'où 

La  troisième  apprend  que  le  moment  de  la  résultante  par 
rapporta  un  point  quelconque  du  plan  est  égal  a  la  somme 
algébrique  de  ceux  des  composantes  ;  mais  elle  deviendrait 
impossible  si  R  était  nulle  sans  que  l'on  eût  2P/J  =  o  :  il 
n'y  aurait  donc  pas  alors  de  résultante.  Et,  en  effet,  on  voit 
que ,  dans  ce  cas ,  les  forces  données  se  réduisent  à  un  cou- 
ple; dans  tout  autre  cas,  on  obtient  une  valeur  de  /'  qui 
satisfait  à  la  troisième  équation.  11  existe  donc  une  résul- 
tante dont  on  connait  la  valeur,  la  direction,  la  distance  à 
l'origine  *,  de  plus ,  le  sens  dans  lequel  elle  tend  à  faire  tour- 
ner autour  de  ce  point  est  connu  par  le  signe  du  moment  Rr; 
la  résultante  est  donc  entièrement  déterminée. 

64.   Il  est  bon  de  remarquer  que  l'on  a ,  pour  une  force 

quelconque.  xY — y~K  =  -~i  6  désignant  l'angle  des  axes. 

En  effet,  une  force  P  peut  être  remplacée  par  une  force 
égale  et  parallèle  appliquée  à  l'origine,  plus  le  couple  Pjiy 
et  elle  peut  aussi  être  remplacée  par  les  deux  forces  X ,  Y 
appliquées  à  l'origine  ,  plus  deux  couples  dont  les  moments 
sont  xY  sin0  et  — j'X  sinô.  Les  deux  forces  X  et  Y  se  com- 
posent en  la  force  P,  appliquée  à  l'origine  :  il  est  donc  né- 
cessaire que  les  deux  couples  se  réduisent  au  premier  5  d'où 
l'on  conclut 

.r  Y  sin  0  —  jX  sin  0  =  Vjj  , 
ou 

J  sinO 
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et  l'on  voit  clairement  comment  les  équations 
S(xY-vX)=o     et     lVp  =  o 

peuvent  se  remplacer  lune  l'autre. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires  ,  l'équation    précédente 
devient 

xY  — /X  =  P  (eccos  6  — /cos  a)  =  Vp 
ou 

x  cos  6  —  y  cos  a  =  p . 

Remarques  sur  la  rédaction  d'un  système  de  forces. 

65.  Nous  avons  démontré  qu'un  système  de  forces  ap- 
pliquées à  des  points  liés  invariablement  entre  eux,  mais 
libres  dans  l'espace,  pouvait  toujours  être  réduit  à  une 
force  unique  et  un  couple  ;  cette  force  est  la  résultante  de 
toutes  celles  du  système,  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  choisi  arbitrairement,  et  que  nous 
nommerons  Y  origine.  Elle  est  donc  toujours  la  même  en 
grandeur  et  en  direction;  son  point  d'application  peut  seul 
changer  :  il  est  entièrement  arbitraire.  Quant  au  couple 
résultant,  il  dépend  du  point  où  l'on  a  transporté  toutes 
les  forces.  Si  on  le  décompose  en  deux  autres,  dont  l'un  ait 
son  axe  dans  une  direction  donnée  et  l'autre  dans  une  di- 
rection quelconque  perpendiculaire,  le  premier  est  égal, 
comme  nous  l'avons  démontré  n°  57,  à  la  somme  des  mo- 
ments de  toutes  les  forces  par  rapport  à  la  droite  menée 
par  l'origine  suivant  la  direction  donnée.  Nous  allons  faire 
quelques  remarques  importantes  sur  les  moments  relatifs 
aux  droites  qui  passent  par  un  même  point ,  et  sur  les  chan  - 
gcmenls  qu'ils  éprouvent  quand  ce  point  se  déplace.  Nous 
les  avons  reportés  à  la  fin  de  la  Statique,  afin  de  ne  pas 
entraver  la  marche  du  cours.  Ce  que  nous  allons  dire  esl 
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extrait  de  1  ancien  Mémoire  do  M.  Poinsot,  sur  la  compo- 
sition des  moments. 

60.  Moments  par  rapport  aux  différents  axes  qui  pas- 
sent par  un  même,  point.  —  La  somme  des  moments  de 
forces  quelconques  par  rapport  à  un  axe  s'obtient,  comme 
nous  l'avons  vu,  eu  projetant  sur  cel  axe  les  trois  sommes 
relatives  aux  axes  coordonnés  rectangulaires  qui  passent  en 
ce  point,  ou  plus  simplement,  en  projetant  le  moment  ré- 
sultant ou  celui  du  couple  résultant  sur  ce  même  axe.  Ainsi, 
quand  on  aura  déterminé  en  direction  et  en  grandeur  l'axe 
du  couple  résultant  relatif  à  une  certaine  origine,  il  suf- 
fira de  le  projeter  sur  une  droite  quelconque  passant  par 
ce  point,  pour  obtenir  la  somme  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  celte  droite.  D'où  résultent  les  propositions 
suivantes  : 

Si  Von  considère  les  sommes  des  moments  d  un  système 
quelconque  de  forces  par  rapport  à  toutes  les  droites  qui 
passent  par  un  même  point ,  la.  somme  maximum  sera 
celle  qui  correspondra  à  l'axe  du  couple  résultant  relatif 
à  ce  point  pris  pour  origine. 

La  somme  des  moments  sera  la  même  pour  toutes  les 
droites  qui  feront  le  même  angle  avec  l'axe  du  couple  ré- 
sultant. Elle  sera  nulle  pour  toutes  les  droites  perpendi- 
culaires à  cet  axe. 

67.  Comparaison  des  moments  maxima  relatifs  à  dif- 
férents points.  —  Soient  A  {fig-  20)  une  origine  quel- 
conque, AR  la  résultante  des  forces  transportées  en  ce 
point,  et  AM  la  direction  et  la  grandeur  de  l'axe  du  couple 
résultant  correspondant.  Pour  obtenir  le  couple  résultant 
relatif  à  une  autre  origine  quelconque,  il  suffirait  de  com- 
poser avec  le  premier  un  nouveau  couple  formé  de  la 
force  11  et  dune  force  Pi'  parallèle  et  contraire  menée 
par  A':  d'<Jû  l'on  conclut  d'abord  que  si  A'  est  sur  la 
droite  AS» .  ce  dernier  couple  est  nul ,  et  le  couple  résultant 
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est  Je  même  qu'au  point  A.  On  a  donc  celle  première  pro- 
position : 

Le  couple  résultant  est  le  même  en  grandeur  et  en  di- 
rection pour  tous  les  points  d'une  même  droite  quelconque 
parallèle  à  la  résultante. 

En  d'autres  termes  :  Pour  tous  les  points  d'une  même 
droite  parallèle  à  la  résultante,  les  axes  de  moment 
maximum  sont  parallèles,  et  ce  moment  a  la  même  va- 
leur. 

Supposons  maintenant  que  le  point  A'  ne  soit  pas  sur  la 
direction  AR  de  la  résultante  relative  au  point  A,  le  couple 
qu'il  faudra  composer  avec  AM  aura  son  axe  perpendicu- 
laire au  plan  RAA',  et,  par  conséquent  ,  a  la  droite  AR.  Si 
l'on  fait  mouvoir  le  point  A',  cet  axe  pourra  prendre  toutes 
'  les  directions  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AR  \  aucune  ne 
sera  celle  de  AM  si  l'angle  9  n'est  pas  droit,  c'est-à-dire  si 
le  système  des  forces  n  a  pas  de  résultante  unique  :  ainsi,  en 
exceptant  ce  cas  particulier,  la  direction  de  Taxe  du  couple 
résultant  sera  diiîérente  de  AM  si  A'  n'est  pas  sur  AR.  Les 
directions  diverses  de  Taxe  du  couple  RR'  feront  avec  AM, 
les  unes  un  angle  aigu,  les  autres  un  angle  obtus,  si  AM 
et  AR  n'ont  pas  la  même  direction.  Les  axes  qui  feront  un 
angle  aigu  avec  AM  donneront  un  couple  résultant  plus 
grand  que  AM;  ceux  qui  feront  un  angle  obtus  pourront 
donner  un  couple  résultan  l  plus  grand  ou  plus  peti  l  que  AM , 
suivant  la  grandeur  du  moment  du  couple  R,  R'  qui  peul 
varier  de  zéro  à  l'infini,  en  changeant  la  distance  de  A' à 
AR.  D'où  l'on  voit  que  le  moment  maximum  relatif  au 
point  A  ,  comparé  à  ceux  qui  correspondent  aux  divers  axes 
passant  par  A',  sera  plus  petit  que  les  uns  et  plus  grand  que 
les  autres,  si  les  directions  AM,  AR  sont  différentes 5  mais 
si  elles  se  confondent,  les  deux  couples  à  composer  auront 
toujours  leurs  axes  perpendiculaires  entre  eux.  et,  par  con- 
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séquent,  donneront  un  couple  résultant  plus  grand  que  AM. 
D'où  résulte  cette  proposition  : 

Le  point  de  l'espace  pour  lequel  le  moment  du  couple 
résultant  est  le  plus  petit,  est  celui  pour  lequel  la  direc- 
tion de  l'axe  de  ce  couple  se  confond  avec  celle  de  la  ré- 
sultante. 

Et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi  tout  à  l'heure,  si 
l'on  trouve  un  point  jouissant  de  cette  propriété,  tous  les 
points  de  la  parallèle  a  la  résultante  menée  par  ce  point  en 
jouiront  de  même;  et  tous  les  axes  des  couples  résultants, 
ou ,  en  d'autres  termes ,  les  axes  pour  lesquels  la  somme 
des  moments  des  forces  est  maximum ,  considérés  pour  tous 
les  points  de  cette  droite,  se  confondent,  puisqu'ils  sont 
parallèles  à  cette  droite  même  ;  de  sorte  qu'il  n'existe  dans 
l'espace  qu'un  seul  axe  tel,  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  lui  soit  plus  grande  que  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  un  de  ses  points ,  et  en  même 
temps  soit  moindre  que  la  somme  maximum ,  relative  à  tout 
point  situé  en  dehors  de  lui.  C'est  à  cet  axe  que  M.  Poinsot 
donne  le  nom  d'axe  central  des  moments. 

68.  Détermination  de  l'axe  central.  —  Pour  obtenir 
Taxe  central,  il  faut  choisir  le  point  A',  de  telle  sorte  que 
la  perpendiculaire  au  plan  RAA',  ou  l'axe  du  couple  RR', 
soit  dans  le  plan  MAR.  Il  suffira,  pour  cela,  de  prendre  A' 
dans  le  plan  mené  par  AR  perpendiculairement  au  plan 
MAR ,  et  du  côté  de  AR ,  pour  lequel  le  sens  du  couple  don- 
nera à  l'axe  la  direction  AN  et  non  la  direction  opposée, 
parce  qu'il  faut  que  AR  soit  dans  l'angle  des  directions  des 
deux  axes  composants.  Cela  posé,  il  suffira  de  prendre  le 
point  A'  à  une  distance  de  AR  telle,  que  le  moment  du 
couple  soit  égal  au  côté  MB  du  parallélogramme  MBAN.  Si 
donc  on  désigne  par  G  le  moment  du  premier  couple  résul- 
tant AM;  par  K  celui  du  nouveau  couple  résultant  ;  par  /> 


ill  Mil  II      wmi       —    STATIQUE.  <jf 

la  distance  de  A'  à  A  II  :  par  0  l'angle  MAR,  le  moment  du 

couple  RR/  sera  R/;>,  et  Ton  aura 

LX  +  MY  -f-  NZ 
COSQ=  GR ' 

R  ' 

Le  point  A'  est  ainsi  déterminé  autant  qu'il  doit  l'être;  ce 
sera  l'un  quelconque  de  ceux  de  la  parallèle  à  AR  menée  à 

la  distance deAR,  dans  le  plan  perpendiculaire  au 

plan  MAR  conduit  suivant  AR,  et  du  côté  de  AR  que  nous 
avons  indiqué.  Si  l'on  veut  prendre  en  particulier  le  point 
situé  sur  la  perpendiculaire  au  plan  MAR  mené  par  A,  ses 
coordonnées  «,  Z>,  c  se  détermineront  par  les  équations  sui- 
vantes, en  prenant  le  point  A  pour  origine  : 

G2  sin-  0 
«'  +  *  +  c'  =  —57-  ' 

nX  +  iY  +  cZ  =  o,       «L  H- 6M  +  cN  =  o. 

Les  deux  dernières  expriment  que  la  droite  A  A' est  perpendi- 
culaire sur  la  résultante,  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z, 
et  sur  Taxe  du  couple  résultant,  dont  les  axes  composants 
sont  L,  M,  N.  La  première  exprime  que  la  longueur  AA' 
est  égale  à  p.  Ces  trois  équations  donnent  deux  points  dont 
les  coordonnées  sont  égales  et  de  signes  contraires  5  mais  un 
seul  devra  être  choisi  :  c'est  celui  qui  donne  au  couple  RR' 
le  sens  (pie  nous  avons  indiqué  précédemment. 

Le  point  A'  étant  ainsi  déterminé,  la  parallèle  à  la  ré- 
sultante menée  par  ce  point  sera  Yaxc  central,  et,  nous  le 
répétons ,  la  direction  de  cet  axe  est,  pour  un  quelconque  de 
ses  points,  celle  de  l'axe  du  moment  maximum-,  et  ce  mo- 
ment est  moindre  que  le  maximum  correspondant  à  tout 
autre  point  de  l'espace. 
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69.  Disposition  de  tous  les  axes  autour  de  l'axe  cen- 
tral. —  Concevons  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à 
1  axe  central-,  ce  que  nous  dirons  de  tous  les  points  de  ce 
plan  s'appliquerait  identiquement  à  ceux  de  tout  autre  plan 
parallèle,  et,  par  conséquent,  à  tous  ceux  de  l'espace. 

Soient  AR  (Jîg.  21)  cet  axe,  et  A'  un  point  quelconque 
du  plan  perpendiculaire  mené  par  A.  En  prenant  ce  nou- 
veau point  pour  origine ,  il  faudra  composer  le  couple  résul- 
tant dont  l'axe  est  AM  en  direction  et  en  grandeur,  avec  le 
couple  situé  dans  le  plan  RAA',  ayant  pour  moment  R/y, 
p  désignant  la  longueur  AA'.  L'axe  du  couple  résultant 
sera,  en  direction  et  en  grandeur,  la  diagonale  AB  du  rec- 
tangle construit  sur  AM  et  la  ligne  AN  égale  à  Kp  et  per- 
pendiculaire au  plan  RAA'.  Désignons  par  o  l'angle  de  Taxe 
résultant  avec  Taxe  central,  et  par  H  le  moment  résultant; 
on  aura 

R» 
tang  <f  =  -jf  1      K  =  R>2  4-  G2. 

Les  valeurs  de  K  et  <p  ne  dépendant  que  de  p^  il  s'ensuit 
que  pour  tous  les  points  d'une  même  circonférence  décrite 
du  centre  A  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AR,  les  mo- 
ments maxinia  sont  égaux  et  leurs  axes  forment  un  hyper- 
boloïde  de  révolution  autour  de  l'axe  central,  dont  la  cir- 
conférence que  l'on  considère  forme  le  cercle  de  gorge,  et 
le  demi-axe  imaginaire  de  l'hyperbole  génératrice  a  pour 

valeur  -■  Si  l'on  prend  p  comme  abscisse,  et  le  moment 

correspondant  K  comme  ordonnée ,  on  construira,  d'après 
l'équation  ci-dessus,  une  hyperbole  dont  l'axe  réel  sera  di- 
rigé suivant  AR  et  aura  pour  valeur  2 G.  Son  demi-axe  ima- 

gin  aire  sera  -  comme  pour  l'autre  hyperbole. 

Ainsi,  l'axe  central  jouit  de  la  propriété,  que  pour  tous 
les  points  d'une  surface  cylindrique  quelconque  dont  il  est 
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l'axe    le  moment  maximum  a  La  môme  valeur;  I  axe  de  ce 

moment  a  la  même  direction  pour  tous  les  points  d'une 
même  arête  de  ce  cylindre  ;  il  change  de  direction  en  passant 
dune  arête  à  une  autre,  en  conservant  la  même  inclinaison 
sur  l'axe  et  la  même  distance.  La  valeur  du  moment  maxi- 
mum augmente  indéfiniment  avec  la  dislance  de  l'origine  à 
Taxe  central;  et  l'angle*de  son  axe  avec  Taxe  central  a  pour 
limite  l'angle  droit. 

70.  Cas  ou  le  système  des  jbrces  a  une  résultante.  — 
Si  Ton  prend  pour  origine  un  point  quelconque  de  celte  ré- 
sultante, le  couple  correspondant  sera  nul,  et,  par  consé- 
quent, cette  droite  sera  Taxe  central  lui-même.  Les  formules 
précédentes  donnent,  en  effet,  p  =  o  quand  on  suppose 
G  =  o.  Si  maintenant  on  prend  une  origine  quelconque  en 
dehors  de  la  résultante  unique,  on  aura  un  couple  résultant 
dont  le  plan  sera  celui  qui  passera  par  l'axe  central  et  la 
nouvelle  origine.  Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  tous  les 
points  d'un  même  plan  quelconque  passant  par  la  résul- 
tante unique  donnent  des  couples  résultants,  dont  les 
axes  sont  parallèles. 

.Mais  les  moments  de  ces  couples  ne  sont  pas  égaux:  ils 
sont  proportionnels  a  la  distance  de  l'origine  qui  leur  cor- 
respond à  la  résultante  générale.  Ils  n'ont  donc  la  même 
valeur  que  pour  les  points  situés  sur  deux  parallèles  équi- 
distantes  de  cette  résultante,  et,  de  plus,  le  sens  de  ces 
couples  n'est  le  même  que  pour  les  points  d'une  même  pa- 
rallèle. 

Cas  ou  la  résultante  est  nulle.  —  Si  la  résultante  est 
nulle,  le  changement  d'origine  n'introduit  aucun  nouveau, 
couple,  et,  par  conséquent,  le  couple  résultant  a  toujours 
le  même  moment,  et  son  plan   la   même  direction,  quelle 
que  soit  l'origine  où  l'on  transporte  les  forces 
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CHAPITRE  VIL 

ÉQUILIBRE  DE  SYSTÈMES  DE  FIGURE  VARIABLE  COMPOSÉS 
DE  PLUSIEURS  SYSTÈMES  RIGIDES. 

71 .  Lorsque  tous  les  points  d'un  système  ne  sont  pas  in- 
variablement liés  les  uns  aux  autres,  on  ne  peut  plus  faire 
les  compositions  et  décompositions  qui  réduisent  toutes  les 
forces  à  une  seule  force  et  un  seul  couple.  Le  principe  gé- 
néral d'après  lequel  on  ramène  ce  cas  au  précédent ,  con- 
siste en  ce  qu'il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant  que 
chacun  des  systèmes  rigides  partiels  soit  en  équilibre,  au 
moyen  des  forces  qui  agissent  sur  lui ,  et  qui  se  composent 
tant  des  forces  données  que  de  celles  qui  naissent  de  sa  liai- 
son avec  les  autres  systèmes.  Pour  fixer  les  idées,  supposons 
que  ces  liaisons  consistent  en  des  fils  flexibles  ou  des  tiges 
rigides,  dont  les  extrémités  soient  fixées  à  deux  points  ap- 
partenant à  des  systèmes  différents  ;  ou  bien  encore  que  des 
surfaces  appartenant  à  deux  systèmes  soient  en  contact  l'une 
avec  l'autre  et  se  pressent  mutuellement. 

Lorsque  l'équilibre  est  établi ,  cliaque  fil  étant  lui-même 
en  équilibre  doit  être  tiré  dans  le  sens  de  sa  longueur,  par 
deux  forces  égales  et  contraires,  dont  l'une  agira  sur  le 
premier  des  systèmes,  l'autre  sur  le  second-,  chacun  des 
deux  étant  tiré  par  l'autre. 

Si  les  fils  devenaient  entièrement  rigides,  et  ne  pou- 
vaient ni  augmenter  ni  diminuer  de  longueur,  l'équilibre 
d'une  quelconque  de  ces  verges  ou  tiges  rigides  exigerait 
que  les  deux  forces  appliquées  à  ses  extrémités  fussent 
égales,  contraires  et  dirigées  suivant  cette  verge;  mais  la 
force  appliquée  à  chaque  corps  ne  sera  pas  nécessairement 
une  traction  exercée  par  l'autre,  comme  dans  le  cas  d'un 
fil  flexible,  elle  pourra  être  dans  le  sens  opposé. 
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S'il  s'agit  de  deux  surfaces  en  contact,  les  forces  détruites 
par  une  surface  étant  toujours  supposées  normales  à  cette 
surface ,  il  en  résulte  que  chacun  des  deux  systèmes  est  solli- 
<  ité  par  une  force  dirigée  suivant  la  normale  commune  5  ces 
deux  forces  sont  de  sens  contraires,  et  chaque  système, 
au  lieu  d  être  tiré  du  côté  de  l'autre,  comme  dans  le  cas 
d'un  fil,  est  au  contraire  poussé  par  lui.  Quant  à  l'inten- 
sité des  deux  forces  normales ,  elle  est  évidemment  la  même  ; 
car  la  résistance  d'une  surface  ne  peut  détruire  une  force 
qu'en  en  développant  une  autre  exactement  égale  et  op- 
posée. 

Ainsi ,  dans  tous  les  cas  où  la  communication  des  sys- 
tèmes partiels  s'effectue  par  des  fils  flexibles,  des  tiges 
rigides,  ou  des  contacts  de  surfaces  rigides,  il  se  développe 
d'un  système  à  un  autre  des  forces  inconnues,  égales  deux 
à  deux  et  de  sens  contraires. 

Ces  différents  modes  de  communication  sont  à  peu  près 
les  seuls  qu'il  soit  utile  de  considérer.  Dans  les  autres  cas 
qui  pourront  se  présenter,  on  reconnaîtra  toujours  que  les 
forces  développées  par  les  liaisons  seront  des  actions  et 
réactions  égales  et  contraires ,•  parce  qu'une  force  ne  peut 
être  détruite  que  par  une  force  égale  et  opposée. 

Lorsque  les  systèmes  rigides  sont  ce  que  l'on  appelle  des 
machines  simples,  comme  le  levier,  le  treuil,  etc.,  leur  en- 
semble forme  ce  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  machine 
composée. 

72.  Cela  posé,  on  pourra,  d'après  les  théories  précédentes, 
former  les  équations  d'équilibre  de  chaque  système  rigide, 
dont  le  nombre  pourra  varier  de  un  à  six  pour  chacun 
d'eux.  En  éliminant  les  forces  provenant  des  liaisons,  on 
aura  les  équations  auxquelles  devront  satisfaire  les  forces 
données  pour  que  le  système  composé  soit  en  équilibre:  et 
les  équations  qui  auront  servi  à  l'élimination  feront  con- 
naître les  valeurs  de  toutes  les  forces  de  liaison  el  leurs 
1.  5 


il  >  COURS    1>)      MÉCANIQUE. 

directions,  quand  elles  ne  seront  pas  données  immédiate- 
ment. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équilibre  de  chaque  système 
n'exigerait  qu'une  équation ,  et  où  la  communication  de 
l'un  à  l'autre  ne  donnerait  lieu  qu'à  deux  forces  égales  et 
contraires  ,  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  équa- 
tion nécessaire  pour  l'équilibre  des  forces  données. 

En  elFet,  soit  m  le  nombre  des  systèmes;  on  aura  m 
équations  d'équilibre  ,  et  ///  —  i  forces  inconnues ,  déve- 
loppées par  la  communication  du  premier  avec  le  second  , 
du  second  avec  le  troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  m'ème. 

Soient  Xt ,  X2 , .  .  . ,  Xm_j  ces  m  —  i  forces.  La  première 
équation  renfermera  Xt ,  la  seconde  X!  elX3,  la  troisième 
X2  et  X3,  enfin  la  dernière  ne  renfermera  que  Xm_]  sans 
compter  toutes  les  forces  données. 

Tirant  Xj  delà  première  et  le  reportant  dans  la  seconde; 
puis  X2  de  celle-ci  et  le  reportant  dans  la  troisième;  et 
continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  équation  ne 
renfermant  plus  que  les  forces  données.  Ce  sera  la  condi- 
tion unique  de  leur  équilibre;  et  toutes  les  équations  précé- 
dentes feront  connaître  Xt ,  X2 , .  .  . ,  Xm_, . 


Exemptes  divers. 

73.  Premier  exemple.  —  Considérons  en  premier  lieu 
deux  leviers,  c'est-à-dire  deux  systèmes  rigides  liés  respec- 
tivement à  deux  points  fixes  O,  O'  (fig.  22)  autour  des- 
quels ils  peuvent  tourner  librement,  et  sollicités  par  des 
forces  quelconques.  Un  fil  flexible  a  ses  extrémités  fixées  en 
deux  points  M,  M'  de  ces  corps.  On  demande  les  conditions 
d'équilibre  de  ce  système,  qui  est  dans  une  position  donnée 
où  le  fil  a  tous  ses  points  en  ligne  droite  et  peut  avoir  une 
tension  inconnue  quelconque 
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En  désignant  cette  tension  inconnue;  par  \  .  le  lc\  ici  MO 
sera  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  y  sont  direc- 
tement appliquées  et  de  la  force  X  qui  agit  de  M  vers  M': 
il  résulte  de  là  les  trois  équations  connues,  qui  renferment 
chacune  X  au  premier  degré.  De  même  le  corps  M'O' 
sera  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  y  sont  appli- 
quées, et  de  la  force  X  qui  agit  de  M'  vers  M.  On  trouve 
ainsi  trois  nouvelles  équations  qui  renferment  encore  X  au 
premier  degré. 

Tirant  la  valeur  de  X  de  l'une  de  ces  six  équations,  on 
connaîtra  la  tension  du  fil;  et  la  reportant  dans  les  cinq 
autres,  on  aura  les  équations  de  condition  auxquelles  doi- 
vent satisfaire  les  forces  données  pour  que  le  système  soit 
en  équilibre. 

74.  Deuxième  exemple.  — Considérons  maintenant  un 
levier  et  un  treuil  ;  le  premier  pouvant  tourner  librement 
autour  d'un  point  O,  et  l'autre  autour  d'un  axe  AZj(fig.  23). 
Ils  sont  sollicités  par  des  forces  quelconques  et  se  touchent 
en  un  point  M.  On  demande  les  conditions  pour  qu'il  y  ait 
équilibre,  et  la  valeur  de  la  pression  mutuelle  en  M. 

Désignant  par  X  1  intensité  inconnue  de  cette  pression  ,  le 
corps  MO  sera  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  y 
sont  directement  appliquées  et  de  la  force  X  dirigée  suivant 
MN.  Il  résultera  de  là  trois  équations  qui  renfermeront  X 
et  les  forces  proposées. 

Le  second  corps  sera  en  équilibre  sous  l'action  des  forées 
qui  y  sont  appliquées  et  de  X  qui  sera  dirigée  de  M  vers  _N  '. 
L  équilibre  de  ce  corps,  qui  ne  peut  que  tourner  autour  d'un 
axe  fixe,  conduira  à  une  équation  unique  renfermant  X.  On 
aura  ainsi  quatre  équations,  dont  l'une  fera  connaître  X, 
et  les  trois  autres  donneront ,  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  trois  équations  de  condition  entre  les  quantités  don- 
nées. 

75.  Troisième  exemple.   —  Prenons  maintenant   [>« >n » 
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exemple  un  polygone  formé  par  des  droites  rigides  donî 
les  angles  peuvent  varier  sans  opposer  de  résistance ,  et  dont 
les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  des  courbes  don- 
nées. 

Soient  ABCDE  (fig.  24)  ce  polygone,  P,  Q,  R,  S,  T  les 
résultantes  des  forces  appliquées  respectivement  aux  points 
A,B,C,D,E. 

Chacun  de  ces  points  doit  être  en  équilibre  au  moyen  des 
forces  qui  agissent  immédiatement  sur  lui  et  de  la  résistance 
de  la  courbe  ;  et ,  par  conséquent ,  la  résultante  de  ces  forces, 
abstraction  faite  de  cette  résistance  ,  doit  être  normale  à  la 
courbe. 

De  même  ,  chaque  côté  doit  être  en  équilibre  au  moyen 
des  forces  de  tout  genre  qui  y  sont  appliquées;  ce  qui  exige 
que  les  deux  résultantes  de  toutes  celles  qui  agissent  sépa- 
rément en  A  et  en  B  sur  cette  tige  soient  égales  et  directe- 
ment opposées,  et,  par  suite,  que  cette  direction  soit  celle 
du  côté  lui-même. 

Il  suit  de  là  que  la  résistance  de  ce  côté  consiste  en  deux 
forces  appliquées  en  A  et  B ,  et  détruisant  chacune  des  deux 
précédentes.  De  sorte  qu'une  tige  rigide  peut  être  consi- 
dérée comme  produisant  deux  forces  égales  et  contraires , 
agissant  dans  la  direction  de  celte  tige. 

Cela  posé ,  désignons  par  X  ,  Y,  Z  ,  U  les  forces  que  pro- 
duisent ainsi  les  divers  côtés  du  polygone.  Soient  a,  b,  cy 
d,  e  les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P,  Q,  R, 
S ,  T  avec  les  tangentes  aux  courbes  données ,  considérées 
dans  des  sens  déterminés;  a.  a'  les  angles  que  les  direc- 
tions des  deux  forces  X  font  avec  les  tangentes  en  A  et 
B  \  o,  €'  les  angles  des  forces  Y  avec  les  tangentes  en  B  et 
C  ;  et  ainsi  de  suite. 

L'équilibre  du  point  A  donnera  la  condition 

P  cosa  -h  X  cosa  =  o. 
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iquilibre  du  point  B  donnera 

X  cos  a'  H-  Q  cos  b  +  Y  cos  6  =  0, 

•  (  l  on  trouvera  de  même  pour  les  aunes  points  , 

Y  cos  6'  -f-  R  cos  r+Z  cos  7  =  o , 
Z  cos 7'  -h  S  cos  d  -h  U  cos  £  ==  o , 
Ucos<?'-h  Tcose  =  o. 

Eliminant  X,  Y,  Z,  U  entre  toutes  ces  équations,  il  en 
reste  une  seule  entre  les  forces  données ,  qui  sera  la  condi- 
tion d'équilibre  du  système.  Les  autres  feront  connaître  les 
intensités  des  forces  X,  Y,  Z,  U. 

Quant  au  sens  dans  lequel  elles  agissent ,  et  qui  n'est 
pas  connu  d'avance,  il  sera  déterminé  par  les  signes  que  de- 
vront avoir  les  cosinus  des  angles  a,  a',  ê,  o',  etc.  Ainsi, 
la  première  équation  faisant  connaître  le  signe  de  cos  a ,  dé- 
termine le  sens  de  la  force  X  provenant  de  la  tige  AB  et 
agissant  en  A  \  d'où  résulte  le  sens  de  la  seconde  force  X  ap- 
pliquée en  B,  et,  par  suite,  le  signe  de  cos  a.' .  La  seconde 
équation  fera  connaître  ensuite  le  signe  de  cos  6  ,  d'où  résul- 
tera le  sens  de  la  force  Y  agissant  en  B  ;  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'au  dernier  côté. 

76.  Si  lune  des  tiges  était  normale  à  l'une  des  courbes, 
il  en  résulterait  des  conséquences  particulières  qu'il  est  bon 
de  remarquer.  Supposons ,  par  exemple,  que  BC  soit  donnée 
normale  à  la  courbe  en  B  5  on  aura 

cos  %  =  o , 

et  les  deux  premières  équations  donneront,  par  l'élimina- 
tion de  X,  une  équation  de  condition  qui  ne  sera  autre  que 
la  condition  d'équilibre  des  deux  forces  P  et  Q  qui  seraient 
appliquées  à  la  tige  unique  AB,  dont  les  extrémités  seraient 
liées  aux  deux  premières  courbes.  En  effet,  cela  devait 
être,  puisque  la  force  Y  étant  détruite  par  la  résistance  de 
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la  tourbe  en  B,  doit  être  considérée  comme  n  existant  pas 
pour  les  points  situés  du  côté  de  B  que  l'on  considère. 

Les  trois  autres  équations  donneront,  par  l'élimination 
de  Z  et  U,  une  équation  qui  sera  celle  de  1  équilibre  du  sys- 
tème C ,  D,  E  considéré  isolément,  et  dans  lequel  il  y  au- 
rait une  force  indéterminée  Y  agissant  en  C  suivant  la  ligne 
BC,  dans  l'un  quelconque  des  deux  sens.  En  effet ,  cette 
tige  BC  peut  être  sollicitée  par  une  force  quelconque  en  c 
dans  le  sens  de  sa  longueur,  sans  qu'il  en  puisse  résulter 
aucun  déplacement,  vu  qu'elle  sera  détruite  par  la  résis- 
tance de  la  courbe  à  laquelle  elle  sera  normale  en  B. 

77.  Quatrième  exemple.  —  Considérons  maintenant  un 
système  de  points  liés  entre  eux  par  des  fils  flexibles  et  inex- 
tensibles ,  et  formant  ce  que  l'on  appelle  un  polygone  funi- 
culaire. Dans  ce  cas,  les  systèmes  rigides  partiels  se  rédui- 
sent à  des  points.  Soient  A,  B,  C,  D  {fig-  25)  ces  points; 
U,  P,  Q,  R,  S,  V  les  forces  qui  y  sont  appliquées,  et  dont 
les  deux  extrêmes  U,  V  agissent  par  l'intermédiaire  des  fils 
ou  cordons  AU ,  DV . 

Pour  que  ce  système  soit  en  équilibre ,  il  faut  que  chacun 
des  points  A,  B,  C,  D  soit  en  équilibre  au  moyen  des 
forces  qui  y  sont  appliquées.  Ainsi ,  par  exemple ,  le  point  B 
est  sollicité  par  trois  forces  qui  sont  les  efforts  exercés  par 
les  cordons  BA,  BC,  et  la  force  Q;  ces  trois  forces  devront 
donc  être  dans  un  même  plan,  et  chacune  d'elles  propor- 
tionnelle au  sinus  de  l'angle  des  deux  autres.  Mais  l'équi- 
libre de  chacun  des  cordons  exige  encore  qu'il  soit  tiré  par 
des  forces  égales  et  contraires ,  et  dont  l'intensité  se  nomme 
la  tension  du  cordon.  Au  moyen  de  ces  conditions,  on 
pourra  déterminer  les  tensions  de  tous  les  cordons,  et  les 
rapports  des  forces  entre  elles  lorsque  l'on  connaîtra  la 
figure  du  polygone  en  équilibre. 

78.   On  peut  déterminer  très-simplement  la  tension  T 
d'un  cordon  quelconque  CD,  en  observant  qu 'il  y  a  équi- 
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libre  entre  cette  force  T  et  la  partie  du  système  qui  est  si- 
tuée d'un  côté  quelconque  de  CD.  Considérons  par  exemple 
les  forées  II,  P,  Q,  R  et  T-,  elles  ne  cesseront  pas  d'être  en 
équilibre  si  l'on  rend  inllexible  le  polygone  ABC;  et,  par 
conséquent,  la  force  T  est  égale  et  opposée  à  la  résultante 
des  forces  l  ,  P,  Q,R.  Et  comme  on  peut  transporter  des 
forces  en  un  point  quelconque  de  leur  résultante  sans 
changer  leur  effel .  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

La  tension  d'un  cordon  quelconque,  est  la  résultante 
de  toutes  les  forces  situées  d'un  même  côté  de  ce  cordon, 
et  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  quel- 
conque de  ses  points. 

79.  Si  lune  des  forces  était  appliquée  à  un  point  mo- 
bile sur  le  fil,  par  exemple  à  un  anneau  qui  pût  glisser 
librement  sur  ce  fil ,  l'équilibre  exigerait  une  condition  par- 
ticulière. 

Soit  P  la  force  appliquée  à  l'anneau  M,  et  supposons 
l'équilibre  établi  ;  il  ne  sera  pas  troublé  si  l'on  rend  fixes 
les  deux  points  A  et  B.  Mais  alors  le  point  M  {fig.  26)  ne 
pourrait  se  mouvoir  que  sur  la  surface  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  dont  A  et  B  seraient  les  foyers:  on  peut  doue 
faire  abstraction  du  fil  et  supposer  que  le  point  est  assujetti 
1  rester  sur  cette  surface  fixe.  Il  est  donc  nécessaire,  pour 
son  équilibre,  que  la  force  P  qui  le  sollicite  soit  normale  à 
l'ellipsoïde,  et,  par  conséquent,  partage  l'angle  AM6  en 
deux  parties  égales.  Ainsi,  quand  un  des  points  d'applica- 
tion des  forces  sera  mobile  sur  le  fil ,  la  direction  de  la  force 
devra  diviser  en  deux  parties  égales  l'angle  des  deux  cor- 
dons correspondants,  et  leur  tension  sera  la  même. 

Il  en  serait  de  même  si  l'anneau  étant  fixe,  le  fil  pouvait 
glisser  sur  lui  sans  résistance;  car  l'équilibre  aurait  évi- 
demment lieu ,  en  supposant  égales  les  tensions  suivant  >!  \, 
Ml>:  et ,  par  conséquent .  il  y  aurai!  mouvement  si  Ton  aug- 
mentai! 1  Ulic  îles  <lm\. 
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80.  Lorsque  le  polygone  est  en  équilibre,  il  y  sera  en- 
core si  l'on  rend  sa  ligure  invariable;  et,  par  conséquent, 
toutes  les  forces  extérieures  qui  y  sont  appliquées  doivent 
satisfaire  aux  conditions  d'équilibre  d'un  système  rigide.  Si 
donc  on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
même  point,  elles  doivent  donner  une  résultante  nulle,  ce 
qui  donne  trois  équations. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on 
pourra  donner  au  polygone  une  figure  telle,  que  les  forces 
données  de  grandeur  et  de  direction  s'y  fassent  équilibre. 

En  effet,  plaçons  arbitrairement  le  point  A  {fig.  s5), 
et  donnons  au  cordon  AB  la  direction  opposée  à  la  résul- 
tante de  U  et  P,  et  une  tension  égale  à  cette  résultante. 
Donnons  ensuite  au  cordon  BC  une  direction  contraire  à  la 
résultante  de  la  force  Q  et  de  la  tension  du  cordon  AB,  et 
une  tension  égale  à  cette  résultante;  et  continuons  ainsi 
jusqu'au  dernier  sommet  D  :  la  direction  et  l'intensité  qu'il 
faudra  donner  à  la  force  qui  tiendra  ce  point  en  équilibre, 
seront  telles  que  le  polygone  entier  y  sera  lui-même;  elle 
sera  donc  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces  U,  P, 
Q,  R,  S  transportées  en  D,  et,  par  conséquent,  sera  la 
force  donnée  V.  On  peut  donc  toujours  donner  au  polygone 
une  forme  telle,  que  des  forces  données  de  grandeur  et  de 
direction  s'y  fassent  équilibre,  pourvu  que,  transportées  en 
un  même  point,  elles  s'y  détruisent.  Cette  conséquence 
étant  indépendante  du  nombre  des  côtés  du  polygone,  aura 
lieu  encore  à  la  limite  lorsque  les  côtés  tendant  vers  zéro,  il 
s'approchera  indéfiniment  de  se  confondre  avec  une  courbe. 

81.  Si  les  extrémités  du  cordon  sont  fixes,  les  forces  U 
et  V  ne  sont  plus  données,  et  l'on  peut  encore  se  proposer 
de  déterminer  la  forme  du  polygone  en  équilibre  et  les  va- 
leurs de  ces  deux  forces. 

Pour  cela,  on  partira  de  la  première  extrémité  fixe  L  , 
et  Ion  supposera  connues  les  trois  composantes  de  la  ten- 
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nioii  l  :  on  dé  1er  minera ,  en  conséquence,  la  position  du 
point  A  .  ainsi  que  les  positions  des  autres  points  et  les  ten- 
sions de  tous  les  cordons.  Les  coordonnées  du  point  extrême 
du  dernier  cordon  seront  donc  exprimées  en  fonction  de 
celles  du  premier  point  que  Ton  peut  supposer  nulles,  et 
des  trois  composantes  de  la  force  U.  En  égalant  ces  expres- 
sions aux  valeurs  données  des  coordonnées  du  second  point 
fixe,  on  aura  trois  équations  qui  détermineront  ces  compo- 
santes, ainsi  que  toutes  les  tensions,  et  les  positions  de  tous 
les  sommets. 

82.  Si  les  directions  des  deux  cordons  extrêmes  se  ren- 
contrent, les  forces  U,  V  ont  une  résultante  :  d'où  il  suit 
que  les  forces  P,  Q,  R,  S  en  ont  une  égale  et  opposée;  et, 
par  conséquent,  lorsque  le  polygone  est  en  équilibre  et  que 
les  deux  extrémités  sont  fixes,  on  connaîtra  l'effort  exercé 
sur  chacune  d'elles  en  prolongeant  les  cordons  qui  y  abou- 
tissent, puis  transportant  à  leur  point  de  concours  les  forces 
données  et  les  décomposant  en  deux  forces  dirigées  suivant 
ces  mêmes  cordons.  Chacune  de  ces  composantes  mesurera 
la  tension  du  cordon  correspondant,  et  l'elloit  qui  sera 
exercé  sur  le  point  fixe  où  il  est  attaché. 

83.  Lorsque  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S  {fig-  27)  sont 
parallèles ,  il  est  facile  de  voir  que  tout  le  système  est  com- 
pris dans  un  même  plan.  Supposons,  de  plus,  que  l'un  des 
cordons,  BC  par  exemple,  soit  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion des  forces*,  remplaçons-le  par  une  force  égale  à  sa  ten- 
sion, et  ne  considérons  que  les  forces  situées  d'un  même 
côté  de  ce  cordon.  La  tension  d'un  cordon  quelconque  DE 
est  la  résultante  de  toutes  les  forces  situées  d'un  même 
côté  et  transportées  au  point  D;  donc  la  composante  per- 
pendiculaire aux  forces  sera  constante  pour  tous  les  cor- 
dons, et  égale  à  la  tension  de  BC5  el  la  composante  parallèle 
aux  forces  sera  la  somme  de  lotîtes  ces  forces  depuis  R  jus- 
qu'en  1). 
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8i.  Lorsqu  une  force  sollicite  un  point  qui  est  retenu 
par  plusieurs  cordons,  on  aura  la  tension  de  chacun  d'eux 
en  décomposant  cette  force  en  d'autres  qui  soient  dirigées 
suivant  tous  les  cordons.  11  y  aura  indétermination  si  leur 
nombre  est  plus  grand  que  trois;  et  cela  tient  à  l'hypothèse 
que  l'on  fait  de  l'inextensibilité  des  cordons.  C'est  ainsi 
que  nous  avons  déjà  vu  que  les  pressions  exercées  par  un 
corps  qui  repose  sur  un  plan  par  plus  de  trois  points  ne 
sont  pas  déterminées  individuellement.  Dans  la  réalité,  les 
pressions  en  chaque  point  du  plan,  et  les  tensions  de 
chaque  cordon  sont  déterminées ,  parce  que  chaque  cordon 
s'allonge,  et  chaque  point  de  contact  d'un  corps  sur  le  plan 
cède  plus  ou  moins.  Ces  circonstances,  jointes  aux  pro- 
priétés physiques  de  la  matière  qui  les  forme,  font  con- 
naître chaque  force  en  particulier:  mais  ces  recherches 
sont  étrangères  à  notre  cours  ,  et  nous  ne  nous  en  occupe- 
rons pas. 

Equilibre  d'un  fit  flexible  et   inextensible   dont  tous  tes 
points  sont  soumis  à  I  action  de  forées  quelconques. 

85.  Soient  X  .  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  solli- 
cite un  point  quelconque  du  fil,  et  qui  est  rapportée  à 
l'unité  de  longueur,  de  sorte  qu'un  arc  infiniment  petit 
ds  soit  sollicité  par  une  force  dont  les  composantes  soient 
XJ.y,  Yr/s,  Zcls.  Les  extrémités  du  fil  peuvent  être  fixes, 
ou  sollicitées  par  des  forces  données  de  direction  et  d  in- 
tensité; il  s'agit  de  trouver  les  conditions  de  l'équilibre  du 
système,  qui  n'est  autre  chose  qu'un  polygone  funiculaire 
d'un  nombre  infini  de  côtés. 

Or,  dans  cet  état,  un  élément  infiniment  petit  quel- 
conque du  fil  doit  être  en  équilibre-  au  moyen  des  forces  qui 
y  sont  appliquées;  et  réciproquement,  si  cria  a  lieu,  le  (il 
entier  sera  en  équililu. 
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Soit  dont'  fis  un  élément  quelconque;  il  ne  cessera  pas 
il  être  en  équilibre  si  l'on  rend  sa  figure  invariable.  Or,  les 
forces  qui  le  sollicitent  sont  les  tensions  exercées  à  ses  extré- 
mités, qui  sont  dirigées  respectivement  suivant  les  tan- 
gentes en  ces  points  et  en  sens  inverse,  et  de  plus  les  forces 
Xr/y,  Y  ds,  Zr/s. 

La  tension  T,  variant  d'une  manière  continue  en  même 

temps  que  l'arc  s  de  la  courbe,  en  est  une  fonction  conti- 

.      .  ,  .  dx      dy      dz  ,  ,  c  .    , 

nue,  ainsi  cme  les  cosinus  — -  ■>  —  -,   —  des  aneles  que  tait  la 

ds      ds       ds  &         1 

tangente  avec  les  axes.  Les  composantes  de  la  tension  con- 
sidérée dans  le  sens  où  s  augmente  sont  donc,  aux  deux 
extrémités  de  l'arc  ds, 

rr  <lx         -,  dï         ~  dz 

fis  ds  ds 

et 

dx  I     dx\  dy  ,      dv\  dz  1      <ti 

T—  -f-,/.  (t—    ,      T-4~  +  d.  (T-f-J,       1-r-r-tl.    T  — 


ts  \     ds  J  ds  \     ds  !  ds    '  \     ds 

Supposons  les  arcs  s  comptés  à  partir  de  1  extrémité  A 
[fig-  28),  et  soit  MN  Tare  infiniment  petit  ds.  Les  direc- 
tions des  deux  forces  tangentes  aux  points  INI  et  N  se  ren- 
contrent si  la  courbe  est  plane ,  et  elles  peuvent  être  con- 
sidérées comme  se  rencontrant  même  dans  le  cas  d'une 
courbe  à  double  courbure ,  parce  que  leur  plus  courte  dis- 
tance est  infiniment  petite  par  rapport  à  ds.  Elles  ont  donc 
une  résultante;  et  par  conséquent  les  forces  qui  agissent  en 
tous  les  points  de  M^N  doivent  avoir  une  résultante  égale  et 
opposée  à  la  première,  et,  par  suite,  comprise  dans  3c  plan 
oscillateur  de  la  courbe.  Les  conditions  cherchées  de  1  équi- 
libre sont  donc  celles  de  forces  appliquées  à  un  même  point , 
et  elles  doivent  exprimer  que  les  sommes  des  composantes 
parallèles  à  chaque  axe  sont  séparément  nulles.  Si  donc  on 


-jli  COURS    Ut    UÉCANIQUE. 

i  i  rn  dx      m  d)       m  dz    ,,  , 

observe  que  les  composantes  1  —  »   1  — >   I  y  doivent  être 
changées  de  signe,  on  aura  les  équations  suivantes  : 

(/     dx\ 
'•(ï3j) +«•  =  •. 

s    ''•(T^)+Y*=°- 

l*'(TÊ)+z*=°- 

Si  L'on  multiplie  la  première  par  —  ■>  la  seeonde  par  —  ■>  la 


ds  7        —        r      * 

ds 


troisième  par  y,  et  qu'on    les  ajoute,   en  observant  que 


on  a 


GMSHî)--. 


et,  par  suite, 


rf.r       f/u;        afy       */y        ^/z        dz 
—-d.—-->r-rd.-—-\r—d.—  =o, 
rti-        ow        rw        rti-         «*•        as 

on  obtiendra 

dl  -+■  Xdc  +  Ydj  -hZdz  —o} 

équation  qui  pourra  remplacer  une  quelconque  des  équa- 
tions (i). 

Dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  X dx  ■+-  Y dy  -+-  Jjdz  est  la 
différentielle  d'une  fonction  <j>  (.r ,  y,  z) ,  et  l'on  aura  alors 

T  =  —  y(x,  jr,  z)  +  C; 

et  si  l'on  connaît  la  tension  T'  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x',  y' ,  z\  on  aura 

ï  —  T'=  <p  (x',  r',  z')  —  <f{x,  Y,  z), 

de  sorte  que  1  ou  connaîtra  la  tension  en  tout  autre  point, 
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en  fonction  de  ses  coordonnées*,  et  dans  tous  les  cas,  la 
diilérence  des  tensions  inconnues  qui  ont  lieu  en  deux  points 
du  Cl  ne  dépendra  que  des  coordonnées  de  ces  points.  La 
valeur  de  T  étant  substituée  dans  deux  des  équations  (i)  , 
on  aura  les  équations  de  la  courbe  formée  par  le  fil. 

86.  Fil  sollicité  par  des  forces  normales. — Si  la  force 
dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  était  normale  en  tous 
les  points  de  la  courbe ,  on  aurait 

X  dx  H-  Y  dy  -\-  Z  dz  =  o  ; 

<jp(.r,j^,  z)  serait  constant,  et,  par  suite,  T  5  dans  ce  cas,  le 
fil  est  donc  également  tendu  en  tous  ses  points.  C'est  ce  qui 
aura  lieu  par  exemple  lorsqu'il  sera  tendu  sur  une  surface 
qui  ne  produira  aucun  frottement. 

La  tension  T  étant  constante,  les  équations  (i)  deviennent 

dx  dy  dz 

7d.  —  =  —  Xds,     Td.-S-  =  —  Yds,     Td.-  =  —  Zds, 

ds  ds  ds 

d'où 

r[(*-|)V(-.|)V(-.g']  =  ^+T.+z.,*.f 

ou ,  en  désignant  par  P  la  force,  et  par  R  le  rayon  de  cour- 
bure, 

T 
T'  =  P2R2,     d'où     P=s- 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  force  normale,  le  fil  prendra  une 
figure  telle,  que  cette  force  soit  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure. 

D'où  il  suit  que  si  la  force  est  constante  et  que  la  courbe 
soit  plane,  elle  formera  un  arc  de  cercle. 

Si  la  force  normale  est  la  résistance  d'une  surface ,  comme 
elle  doit  toujours  être  comprise  dans  le  plan  oscillateur  de 
la  courbe ,  ce  dernier  est  normal  à  cette  surface ,  et  la  courbe 
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es!  celle  de   longueur  minimum,  entre  deux  quelconques 

Je  ses  points. 

87.  On  peut  trouver,  par  des  considérations  géométriques 
très-simples ,  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  la  surface. 
Pour  cela,  considérons  la  courbe  que  forme  le  fil,  comme 
un  polygone  dune  infinité  de  côtés  égaux  entre  eux;  la 
résultante  des  tensions  de  deux  côtés  consécutifs  AB,  BC 
sera  dirigée  suivant  la  ligne  BD  qui  divise  l'angle  ABC  en 
deux  parties  égales ,  et  son  intensité  sera 

BC 
2TcosCBD,      ou     2T— , 

la    ligne     CD    étant    menée    perpendiculairement    à   BC 

{fig.    29).  Si  l'on  représente  par  R  le  rayon  du  cercle  qui 

passe  par  les  trois  points  A.  B,  C,  et  qui  n'est  autre  chose, 

à  la  limite,  que  le  cercle  osculateur  de  la  courbe,  la  pres- 

BC 
sion  sur  la  surface  sera   mesurée  par  T  —  Lorsque    BC 

XV 

tend  vers  zéro,  la  pression  tend  elle-même  vers  zéro;  mais 
si  Ton  considère  une  longueur  extrêmement  petite  a  sur  le 
fil,  les  normales  pourront  être  considérées  comme  paral- 
lèles, et  les  pressions  comme  égales,  ainsi  que  les  rayons 
de  courbure ,  en  tous  les  sommets  du  polygone  infinitésimal 
qui  y  seront  compris  :  la  somme  de  ces  pressions  sera  donc 

toujours  sensiblement  égale  à  —  5  R  étant  le  rayon  de  cour- 
bure en  un  quelconque  des  points  de  lare  a.  Ainsi,  la 
valeur  de  la  pression  normale  produite  par  le  fil  sur  la  sur- 
face, dans  une  étendue  infiniment  petite  r/5,  est  exprimée 

par  ——■>  et  l'on  voit  qu'elle  est  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure  au  point  que  Ton  considère. 
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CHAPITRE  VIII. 

PRINCIPE    DliS    VITESSES    VIRTUELLES. 

88.  Les  conditions  de  l'équilibre  d'un  système  quelconque 

de  points  ou  de  corps  solides  ,  assujettis  à  des  liaisons  arbi- 
traires et  soumis  à  l'action  de  forces  quelconques,  peuvent 
s'exprimer  par  une  seule  formule  générale  ,  d'une  grande 
importance  dans  la  théorie  de  l'équilibre  et  du  mouvement. 

L'avantage  de  cette  formule,  lorsqu'elle  sera  rigoureuse- 
ment établie,  consistera  principalement  en  ce  que  les 
équations  particulières  de  l'équilibre  de  tout  système  donné 
s'en  déduiront  par  des  procédés  réguliers  de  calcul  ;  et  que 
l'on  pourra ,  en  quelque  sorte ,  considérer  la  science  de 
l'équilibre  de  tous  ïes  systèmes  de  points,  comme  y  étant 
renfermée  tout  entière.  Nous  commencerons  par  faire  con- 
naître quelques  dénominations  généralement  adoptées. 

Lorsque  l'on  considère  un  système  quelconque  de  points 
dans  une  première  position,  et  que  l'on  suppose  ensuite 
que  chacun  d'eux  soit  placé  dans  une  position  infiniment 
voisine  de  celle  qu'il  occupait,  sans  cesser  de  satisfaire  à 
toutes  les  conditions  qui  dépendent  de  la  nature  du  système, 
on  nomme  vitesse  virtuelle  d'un  quelconque  de  ces  points 
la  droite  qui  joint  sa  première  position  à  la  seconde.  Cette 
dénomination  vient  de  ce  que  l'on  peut  concevoir  que  ce 
déplacement  se  fasse  avec  uniformité  dans  un  même  temps 
infiniment  petit,  et  qu'alors  les  espaces  parcourus  sont 
proportionnels  aux  vitesses  5  et  en  outre  de  ce  que  ce  dépla- 
cement n'est  que  possible  et  ne  s'effectue  réellement  pas. 

La  vitesse  virtuelle  d'un  point,  estimée  suivant  une  di- 
rection déterminée ,  est  la  projection  de  cette  vitesse  sur 
rette  direction;  elle  est  regardée  comme  positive  quand  la 
direction  du  déplacement  du  point,  en  passant  de  sa  pFe 
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mi  ère  position  à  la  seconde,  l'ait  un  angle  aigu  avec  celle 
suivant  laquelle  on  estime  la  vitesse  ;  elle  est  négative  quand 
cet  angle  est  obtus.  De  sorte  qu'on  obtient  en  grandeur  et 
en  signe ,  la  vitesse  d'un  point  estimée  suivant  une  direction 
quelconque,  en  multipliant  la  grandeur  absolue  de  cette 
vitesse  par  le  cosinus  de  l'angle  que  sa  direction  fait  avec 
celle  suivant  laquelle  on  l'estime. 

On  appelle  moment  virtuel  d'une  force,  le  produit  de 
son  intensité  par  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  d'applica- 
tion, estimée  suivant  la  direction  de  la  force. 

Cela  posé,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  consiste  en 
ce  que 

Si  un  système  quelconque  de  points  est  en  équilibre ,  et 
que  Von  conçoive  un  déplacement  infiniment  petit  de  tous 
ses  points ,  qui  soit  compatible  avec  toutes  les  condition* 
auxquelles  il  est  assujetti,  la  somme  des  moments  virtuels 
de  toutes  les  forces  est  nulle ,  quel  que  soit  ce  déplacement. 
Et  réciproquement,  si  cette  condition  a  lieu  pour  tous  les 
déplacements  virtuels ,  le  système  est  en  équilibre. 

Dans  cet  énoncé,  les  infiniment  petits  sont  considérés 
de  la  manière  ordinaire.  L'équation  n'est  exacte  qu'en  con- 
sidérant les  limites  des  rapports,  après  avoir  divisé  par 
l'une  quelconque  des  quantités  infiniment  petites;  en  d'au- 
tre termes,  la  somme  des  moments  est  infiniment  petite 
par  rapport  à  ces  moments  eux-mêmes. 

Avant  de  passer  à  la  démonstration  générale  de  ce  prin- 
cipe, considérons  quelques  cas  particuliers,  et  d'abord  celui 
d'un  point  unique. 

89.  Cas  d'un  point  unique.  —  L'équilibre  d'un  point 
entièrement  libre  exige  que  la  somme  des  forces  estimées 
suivant  une  direction  arbitraire  soit  nulle;  et  réciproque- 
ment si  cela  est,  il  y  a  équilibre.  Soient  donc  P  l'une  quel- 
conque des  forces  appliquées  à  ce  point,  u  l'angle  qu'elle 
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forme  avec  une  direction  quelconque,  on  devra  avoir 
1 P  cos  fx  =  o  ; 

et  réciproquement,  si  cette  équation  a  lieu  pour  toute  di- 
rection ,  le  point  sera  en  équilibre.  Si  l'on  multiplie  tous  les 
termes  par  une  quantité  arbitraire  ra,  l'équation  devient 

ZPffl  COS/A  =  o. 

Or  m  cos  [j.  est  la  projection  de  la  grandeur  m  portée,  à  par- 
tir du  point  donné,  sur  la  direction  que  l'on  considère ,  et 
projetée  sur  la  direction  de  la  force  P;  de  plus,  le  point 
étant  entièrement  libre,  m  peut  être  considéré  comme  la 
distance  de  sa  première  position  à  une  autre  quelconque 
qu'il  pourrait  prendre;  et  en  la  supposant  infiniment  petite, 
elle  sera  ce  que  nous  avons  appelé  la  vitesse  virtuelle  de  ce 
point.  Ainsi  SPmcosf/  est  la  somme  des  moments  virtuels 
des  forces-,  donc,  si  le  point  est  en  équilibre,  celte  somme 
est  nulle,  et  réciproquement ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
On  peut  observer  que,  dans  ce  cas,  on  peut  prendre,  au 
lieu  de  la  vitesse  virtuelle,  une  quantité  finie  quelconque; 
et,  de  plus  ,  que  la  somme  des  moments  virtuels  est  rigou- 
reusement nulle,  et  non  pas  seulement  égale  à  une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  ces  moments  eux-mêmes. 

Dans  le  cas  où  le  point  n'est  pas  en  équilibre,  il  suffi- 
rait, pour  qu'il  y  fut,  que  Ion  introduisit  une  force  égale 
et  opposée  à  la  résultante.  Or,  la  somme  des  moments  se- 
rait alors  nulle ,  et,  de  plus ,  deux  forces  égales  et  opposées , 
appliquées  au  même,  point,  donnent  évidemment  des  mo- 
ments virtuels  égaux  et  de  signes  contraires;  donc  le  mo- 
ment virtuel  de  la  résultante  est  égal,  en  grandeur  et  en 
signe,  à  la  somme  des  moments  virtuels  des  composantes. 

Dans  cette  relation,  toutes  les  forces  sont  considérées  en 
valeur  absolue,  et  il  est  nécessaire  d'examiner  si  elle  si; 
modifie  lorsque  les  composantes  sont  susceptibles  d'être 
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affectées  d'un  signe  quelconque,  comme  lorsqu'il  s'agit 
d'une  force  P  que  l'on  décompose  eu  trois  autres  X,  Y,  Z. 
parallèles  à  des  axes  rectangulaires.  Si  d'abord  on  suppose 
ces  trois  forces  positives,  les  variations  Sx,  Jj-,  dz  scroni 
en  grandeur  cl  en  signes  les  vitesses  virtuelles  de  ces  forces 
respectives ,  et  l'on  aura 

P  Sp  =  XS  x  +  Y  S  y  +  Z  8  t. 

Si  maintenant  une  quelconque  d'entre  elles,  Y  par  exem- 
ple, est  négative,  la  valeur  absolue  de  la  force  sera  —  Y, 
mais  aussi  la  vitesse  virtuelle  sera  —  ôjr,  et  le  moment  vir 
tuel  sera  toujours  exprimé  par  Yây  ;  de  sorte  que  1  équation 
précédente  est  générale  en  considérant  de  la  manière  ordi- 
naire les  signes  des  composantes,  ainsi  que  des  coordon- 
nées :  c'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  trouverait  directement  en 
projetant  sur  la  résultante  la  ligne  brisée  formée  par  dx , 
<?)',  dz  et  la  vitesse  virtuelle. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  les  axes  étaient  obliques  . 
~Kdx  ne  serait  pas  le  moment  virtuel  de  la  force  X,  puis- 
que dx  ne  serait  pas  la  projection  de  la  vitesse  virtuelle  du 
point  sur  la  direction  de  X;  il  en  serait  de  même  des  deux 
autres  composantes,  et  l'équation  précédente  ne  subsiste- 
rait plus. 

90.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe , 
nous  savons  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équilibre 
que  la  résultante  soit  normale  à  celte  surface  ,  et  par  consé- 
quent que  ZPcosu.  soit  nulle  pour  toutes  les  directions 
situées  dans  le  plan  tangent.  On  aurait  donc  encore,  comme 
dans  le  cas  précédent , 

1  P  m  cos  p.  =  o  ; 

mais  on  ne  pourrait  plus  regarder  m  comme  la  distance  de 
deux  positions  possibles  du  point ,  puisque  l'extrémité  de  la 

ligne  m  ne  se  trouve  pas  sur  la  surface. 
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Mais,  si  1  ou  prend  sur  la  surface  même  un  point  situé  à 
une  distance  infiniment  petite  os  du  premier,  la  direction 
de  la  droite  qui  les  joint  a  pour  limite  celle  d'une  tangente 
quelconque  à  la  surface,  et  par  conséquent  2P  cosy.  est  in- 
finiment petit;  donc  2Pc?5  cosu.  est  infiniment  petit  par 
rapport  a  ds;  o,t  par  conséquent,  dans  le  sens  ordinaire  où 
Ton  entend  les  équations  infinitésimales  .  on  a 

SP^s  cosp  =  o. 

Donc ,  dans  ce  nouveau  cas  d'équilibre ,  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  des  forces  est  nulle  pour  tous  les  déplace- 
ments infiniment  petits  ,  compatibles  avec  les  conditions  de 
la  question  ;  et  réciproquement. 

91 .  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  . 
il  est  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  résul- 
tante soit  normale  à  la  courbe,  et,  par  suite,  que  la  somme 
des  forces  estimées  dans  le  sens  de  la  tangente  soit  égale  à 
zéro.  D'où  l'on  conclut,  comme  dans  le  cas  précédent, 
qu'en  désignant  par  os  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe, 
on  aura 

ïP'j.î  COSp  =  o, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  Il  est 
donc  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  soit  nulle  pour  tous  les  dé- 
placements des  points,  compatibles  avec  les  conditions  aux- 
quelles il  est  assujetti. 

Si  le  point  n'était  que  posé  sur  la  surface  ou  sur  la  courbe, 
nous  avons  déjà  dit  qu'il  serait  nécessaire,  mais  non  suffi- 
sant, que  la  résultante  fût  normale.  Les  conditions  que 
nous  venons  d'indiquer  auraient  donc  encore  lieu  ,  mais  ne 
suffiraient  plus. 

92.  Observons  encore  que,  dans  le  cas  d'équilibre  d'un 
point  posé  sur  une  surface  ,  la  somme  des  moments  virtuels 
ne  serait  plus  nulle  pour  les  déplacements  d'un  point  sui- 

6. 


84  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

vant  des  droites  inclinées  au  plan  tangent ,  quoique  ces  dé- 
placements soient  compatibles  avec  les  conditions  de  la 
question.  Elle  serait  égale  au  moment  delà  résultante  5  or, 
celui-ci  est  négatif,  puisque  la  résultante  doit  appuyer  le 
point  sur  la  surface.  D'où  l'on  conclut  que,  dans  l'équili- 
bre d'un  point  posé  sur  une  surface,  la  somme  des  moments 
virtuels  des  forces  est  nulle  quand  le  point  se  déplace  sur  la 
surface,  et  négative  pour  tous  les  autres  déplacements  qu'il 
peut  subir. 

93.  Cas  d'une  droite  rigide.  —  Examinons  maintenant 
le  cas  de  forces  quelconques  appliquées  aux  extrémités  d'une 
droite  inflexible;  nous  pourrons  nous  borner  à  considérer, 
à  chacun  de  ces  points,  la  résultante  des  forces  qui  y  sont 
appliquées,  puisque  son  moment  virtuel  est  égal  à  la  somme 
de  ceux  de  ses  composantes.  Il  faut  donc  démontrer  que, 
dans  le  cas  d'équilibre,  la  somme  des  moments  virtuels  de 
ces  deux  forces  est  nulle. 

i°.  Supposons  la  droite  entièrement  libre,  et  soient 
x ,  j^  s,  x',  y\  z'  les  coordonnées  de  ses  extrémités  M, M', 
et  /  sa  longueur,  on  aura 

d'où 

(x—x')[Sx—Sx')  +  {y—y'){§y—  $/  )+)z  —  z')  [Sz  —  Sz')  =  o  , 

ûx,  dy,  ôz,  âx',  ày\  d z'  étant  les  accroissements  infini- 
ment petits  des  coordonnées  des  deux  extrémités,  pour  un 
déplacement  virtuel  quelconque. 

Or,  si  l'on  appelle  a ,  o  ,  y  les  angles  formés  avec  les  axes 
par  la  direction  de  la  droite  MM',  on  aura 

x'  —  x  y'  —  y  z'  —  z 

COS  b  = j       cos  7  —  ; 


l 

l'équation  précédente  donne  donc 

0  x  cos  a  +  Sy  cos?  ■+-  Sz  cos  7  =  Sx'  cos  a  -+-  S  y'  cos£  +  Sz'  cos  7  ; 
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c'est-à-dire  que  les  vitesses  virtuelles  des  extrémités,  esti- 
mées suivant  la  direction  MM7,  sont  égales.  Or,  pour  qu'il 
v  ait  équilibre,  les  deux  forces  doivent  être  égales  et  di- 
rigées, l'une  suivant  M'M,  l'autre  suivant  MM';  donc 
leurs  moments  virtuels  sont  égaux  et  de  signes  contraires  , 
et,  par  conséquent,  donnent  une  somme  nulle.  Et  il  en 
serait  de  même  de  la  somme  des  moments  virtuels  de  toutes 
les  forces ,  puisque  cette  somme  est  la  même  que  celle  des 
moments  des  deux  forces  qui  leur  ont  été  substituées. 

2°.  Supposons  maintenant  que  les  extrémités  M,  M' 
soient  assujetties  à  rester  sur  des  surfaces  ou  des  courbes 
données.  Il  résultera  de  là  de  nouvelles  forces  qui  seront 
normales  à  ces  courbes  ou  à  ces  surfaces,  en  faisant  abstrac- 
tion du  frottement.  En  joignant  ces  forces  inconnues  aux 
forces  données ,  on  pourra  considérer  la  droite  MM'  comme 
entièrement  libre;  et ,  s'il  y  a  équilibre,  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  sera  nulle  pour  des  déplacements  arbitraires' 
de  MM'.  Mais,  si  l'on  veut  que,  dans  cette  somme,  il 
n'entre  que  les  forces  données  ,  il  sera  nécessaire  et  suffisant 
que  le  déplacement  de  chaque  extrémité  ait  lieu  sur  la  sur- 
face ou  la  courbe  correspondante ,  pour  que  le  moment  vir- 
tuel de  la  force  normale  soit  nul.  D'où  l'on  conclut  que 

Si  les  forces  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite 
sont  en  équilibre ,  et  que  ces  extrémités  soient  assujetties 
à  rester  sur  des  surfaces  ou  des  courbes  fixes ,  la  somme 
ries  moments  virtuels  de  ces  forces  est  nulle  pour  tous  les 
déplacements  de  la  droite  qui  sont  compatibles  avec  les 
conditions  auxquelles  elle  est  assujettie. 

La  réciproque  est  vraie  ;  mais ,  comme  elle  ne  nous  est 
pas  nécessaire,  nous  ne  la  démontrerons  pas  ici;  elle  se 
trouvera  comprise  dans  celle  qui  se  l'apporte  au  cas  général. 

94.  Démonstratioîi  générale  du  principe.  —  Considé- 
rons un  système  de  points  assujettis  à  des  conditions  quel- 
conques  exprimées    par   des  reptations  entre  leurs  cooj 
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données,  et  sollicités  par  des  forces  quelconques.  Le  nombre 
des  équations  de  condition  devra  être  moindre  que  celui 
des  coordonnées  des  points  donnés,  sans  quoi  ces  points 
seraient  fixes,  et  l'équilibre  aurait  lieu  sans  conditions 
entre  les  forces.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  ces 
équations  seront  en  nombre  moindre  d'une  unité  que  celui 
des  coordonnées  des  points  du  système.  Il  suffit  alors  de  se 
donner  la  valeur  d'une  de  ces  coordonnées ,  pour  que  tou- 
tes les  autres  soient  déterminées-,  tous  les  points  sont  donc 
assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  courbes  données,  et  d'une 
manière  déterminée  par  le  mouvement  d'un  seul. 

Quelles  que  soient  les  liaisons  réelles  qui  assujettissent 
ainsi  les  points  donnés  M,  M',  M",  etc. ,  on  peut  les  rem- 
placer par  d'autres  quelconques  qui  permettraient  identi- 
quement les  mêmes  mouvements.  Ainsi,  on  peut  supposer 
les  points  M  et  M'  liés  par  deux  droites  de  longueurs  con- 
stantes MN,  M'N,  assujetties  à  se  rencontrer  sur  une  sur- 
face donnée;  ce  qui  détermine  la  courbe  que  le  point  N 
peut  décrire  sur  cette  surface.  On  peut  de  même  lier  M'. 
3M"  par  des  droites  rigides  M'N',  M"N',  et  assujettir  le 
point  N'  à  rester  sur  une  surface  donnée  ;  on  liera  de  même 
M"  à  un  autre  point  du  système,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  que  l'on  arrive  au  dernier  point.  Ces  nouveaux  points 
N,  N',  N",  etc. ,  ne  pourront  avoir  qu'une  position  unique 
pour  chacune  des  positions  successives  que  l'on  ferait 
prendre  au  système  des  points  donnés  ;  ils  ne  peuvent  dont 
se  mouvoir  que  sur  des  courbes  complètement  déterminées. 
Actuellement,  faisons  abstraction  des  liaisons  données 
pour  ne  plus  considérer  que  le  système  des  premiers  points 
assujettis  à  rester  sur  leurs  courbes  fixes ,  et  des  nouveaux 
points  assujettis  à  rester  sur  les  leurs,  également  fixées, 
et  liés  aux  premières  par  les  droites  rigides  qui  ont  été 
introduites.  En  vertu  de  ce  nouveau  mode  de  liaison ,  les 
points  donnés  sont  assujettis  identiquement    aux   mêmes 
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mouvements  qu  ils  pouvaient  prendre  en  vertu  des  pre- 
mières liaisons  :  on  peut  donc  substituer  ces  nouvelles  liai- 
sons aux  anciennes  sans  changer  les  conditions  d  équilibre, 
et  1  on  aura  à  considérer  un  système  de  points  M,  N,  M', 
V,  M",  N",  etc. ,  liés  par  des  droites  rigides  et  astreints  à 
se  mouvoir  sur  des  courbes  données,  auxquelles  on  pourra 
supposer  une  résistance  normale  indéfinie. 

Soient  P,  P',  P/;,  etc. ,  les  résultantes  des  forces  appli- 
quées respectivement  aux  points  M,  M',  M",  etc. ,  dont  les 
coordonnées  sont  x,  j,  z,  x',j'  z\  x", y'\  z",  etc. 

Appliquons  aux  extrémités  de  MN  (/%•  3o)  deux  forces 
égales  dirigées  suivant  cette  droite  dans  des  sens  différents  , 
et  donnons-leur  une  intensité  Q  et  un  sens  tels,  que  le 
point  M  soit  en  équilibre  par  l'action  des  forces  P  et  Q  et 
la  résistance  de  la  courbe  donnée.  Cela  est  toujours  pos- 
sible si  la  droite  MIN  n'est  pas  perpendiculaire  à  cette 
courbe,  et  c'est  une  condition  qu'on  pourra  toujours  rem- 
plir, puisqu'on  est  maître  de  choisir,  comme  on  veut,  les 
longueurs  MN,  M'N.  On  peut  de  même  admettre  que 
M'  N  n'est  pas  normale  à  la  courbe  qui  contient  M',  et  il 
-ensuivra  qu'aucune  des  deux  lignes  MN  ,  M'N  ne  sera 
normale  à  la  courbe  que  peut  dédire  le  point  jN  :  car,  si  une 
droite  de  longueur  constante  se  déplace  de  manière  que  ses 
deux  extrémités  parcourent  des  arcs  infiniment  petits  de 
même  ordre,  et  que  l'un  de  ces  arcs  soit  perpendiculaire 
à  la  droite  donnée,  l'autre  le  sera  de  même.  Donc,  puisque 
les  droites  MN ,  M'  3S  ne  sont  pas  perpendiculaires  sur  les 
courbes  décrites  par  M  et  M',  elles  ne  le  seront  pas  non 
pins  sur  la  courbe  décrite  par  N.  Nous  choisirons  toutes 
les  autres  longueurs  de  telle  manière,  qu'aucune  des  droites 
rigides  qui  lient  les  points  entre  eux  ne  soit  normale  sui 
les  courbes  que  ses  extrémités  peuvent  décrire. 

Appliquons   de    même,    suivant    VM\    deux   forces   Q 
îles  el  contraires,  el  telles    que  le  poinl  x  soil  en  équi 
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libre]  par  l'action  des  forces  Q ,  Q';  appliquons  ensuite. 
suivant  M' N',  des  forces  Q"  égales  et  opposées,  et  telles, 
que  le  point  M'  soit  en  équilibre  ;  et  continuons  ainsi  jus- 
qu'au dernier  point.  Les  conditions  d'équilibre  ne  sont  pas 
changées  par  l'introduction  des  forces  qui  se  détruisent 
deux  à  deux,  et  tous  les  points  sont  en  équilibre,  excepté 
le  dernier.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équi- 
libre du  système  est  donc  celle  de  l'équilibre  de  ce  point 
unique. 

Pour  employer  des  notations  commodes,  concevons  sur  le 
prolongement  de  la  force  P  un  point  déterminé  O,  et 
représentons  par  p  la  distance  OM.  Faisons  la  même  chose 
pour  toutes  les  autres  forces.  Quand  le  point  M  se  dépla- 
cera infiniment  peu ,  sa  distance  au  point  fixe  0  variera 
d'une  quantité  qui  pourra  être  considérée  comme  égale 
à  la  projection  de  sa  vitesse  virtuelle  sur  la  direction  de  P. 
L'accroissement  dp  de  la  distance  de  M  au  point  O  sera 
positif  si  la  vitesse  virtuelle  fait  un  angle  aigu  avec  la  di- 
rection de  la  force  P;  et  négatif  si  cet  angle  est  obtus:  de 
sorte  que  dp,  dp',  dp", ...,  dq,  etc.,  sont  les  vitesses 
virtuelles  des  points  d'application  des  forces  P,  P',  P", .  .  .  , 
Q,  etc.,  estimées  dans  les  directions  de  ces  forces.  Les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'équilibre,  sur  cha- 
cune des  courbes  et  sur  chacune  des  droites  rigides,  seront 
exprimées  par  les  équations  suivantes,  en  observant  que 
les  moments  virtuels  des  forces  qui  agissent  en  sens  con- 
traires sur  chaque  droite  inflexible  sont  égaux  et  de  signes 
contraires  : 

P Sp  H- Qôc/  =  o, 

—  Q  a  7  -+■  Q'  §  q'  z=  O  , 

P'  Sp1  —  Q'o  q'  +  Q"  Bq"  —  o , 

—  Q"8q"-hQ:"8q'"  =  0, 

V"  ,],,"  _  Q'"rJf/'"   -+.  Q.v  $7.v  _  0  . 
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et  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  vitesses  virtuelles  dp- 
dp',  etc. ,  sont  les  mêmes  que  si  l'on  avait  conservé  le  pre- 
mier mode  de  liaison,  puisque  dans  le  nouveau  les  mouve- 
ments possibles  sont  restés  identiquement  les  mêmes. 

Le  nombre  de  ces  équations  surpasse  dune  unité  celui 
des  quantités  Q,  Q',  Q",  etc.  La  première  détermine  Q; 
substituant  sa  valeur  dans  la  seconde,  on  aura  Q',  et  en 
continuant  ainsi ,  la  dernière  ne  renfermera  plus  aucune 
des  forces  auxiliaires,  et  sera  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  l'équilibre  du  système.  On  l'obtient  en  ajoutant 
toutes  les  équations  précédentes;  les  moments  virtuels  de 
chacune  des  forces  auxiliaires  Q,  Q',  etc.,  entrant  chacun 
dans  deux  équations  consécutives  avec  des  signes  contraires, 
se  détruiront,  et  il  restera 

PSp  +  P' Sp'-h  P" Sp"  +  . .  .  =  o. 

Donc,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  il  est  nécessaire 
et  suffisant ,  pour  l'équilibre  du  système,  que  la  somme  des 
moments  virtuels  des  forces  données  soit  nulle  pour  chacun 
des  deux  déplacements  opposés,  qui  sont  seuls  possibles  et 
qui  donnent  des  moments  égaux  et  de  signes  contraires. 

95.  Il  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  que,  quel  que  soit  le 
nombre  d'équations  qui  lient  les  coordonnées  des  points  du 
système,  et,  par  conséquent,  quel  que  soit  le  nombre  des 
déplacements  compatibles  avec  ces  liaisons ,  il  est  nécessaire 
et  suffisant ,  pour  que  des  forces  se  fassent  équilibre  sur  ce 
système ,  que  la  somme  de  leurs  moments  virtuels  soit  nulle 
pour  tous  ces  déplacements  infiniment  petits. 

En  effet,  considérons  un  quelconque  de  ces  déplacements 
et  établissons  de  nouvelles  liaisons  qui  n'en  permettent 
pas  d'autres,  si  ce  n'est  le  déplacement  contraire  corres- 
pondant à  des  variations  égales  et  de  signes  contraires  des 
coordonnées:  l'équilibre  aura  encore  lieu  s'il  existait  déjà. 
el      pai    conséquent,  d'après   ce   qui   précède* .    la  somme 
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des  moments  virtuels  correspondants  à  ce  déplacement  est 
nulle. 

Réciproquement,  si  cette  somme  est  nulle  pour  tout  dé- 
placement possible,  il  y  aura  équilibre.  En  effet,  si  les 
forces  pouvaient  mettre  le  système  en  mouvement,  tous  les 
points  se  mouvraient  sur  certaines  courbes  que  Ion  pour- 
rait supposer  fixes  sans  altérer  en  rien  ce  mouvement 5  et 
Ton  pourrait,  de  plus,  supposer  des  liaisons  qui  permet- 
traient sur  ces  courbes  le  mouvement  qui  a  lieu,  mais  de 
telle  sorte  que  le  mouvement  d'un  seul  point  entraînerait 
celui  de  tous  les  autres.  On  rentrerait  encore  dans  le  pre- 
mier cas  quant  aux  liaisons,  et  la  somme  des  moments  vir- 
tuels serait  nulle  sans  qu'il  y  eût  équilibre,  ce  qui  est  con- 
traire à  ce  qui  a  été  démontré  précédemment. 

Donc  enfin, 

Que/les  que  soient  les  équations  qui  lient  les  coordon- 
nées ries  points  qui  tomposent  un  système,  auquel  sont 
appliquées  des  forces  quelconques ,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  pour  V équilibre  que  la  somme  des  moments  vir- 
tuels de  ces  forces  soit  nulle  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits,  compatibles  avec  les  liaisons  du  système. 

96.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les  cour- 
bes ne  produisaient  que  des  forces  normales.  Si  elles  pou- 
vaient détruire  des  forces  dirigées  suivant  la  tangente,  au 
moyen  d'un  obstacle  au  mouvement  du  point  dansun  sens  seu- 
lement, l'équilibre  pourrait  avoir  lieu  sans  que  la  somme  des 
moments  virtuels  fût  nulle 5  mais  alors  elle  serait  nécessai- 
rement négative.  En  effet,  l'obstacle  tient  lieu  d'une  force 
dirigée  du  côté  où  le  point  peut  se  déplacer.  En  l'introdui- 
sant et  supprimant  l'obstacle,  la  somme  des  moments  vir- 
tuels sera  nulle.  Or,  si  l'on  ne  considère  que  le  déplacement 
virtuel  compatible  avec  l'hypothèse  de  l'obstacle,  le  mo- 
ment virtuel  de  la  force  introduite  sera  positif;  donc  la 
somme  des  autn  négative.  Elle  serait  nulle  si  lequi- 
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libre  avait  lieu  indépendamment  de  l'obstacle,  parce  que  la 
force  qui  le  remplacerait  serait  nulle. 

97.  Il  suit  du  principe  précédent  que  le  moment  vir- 
tuel de  la  résultante  de  forces  quelconques  est  égal  à  la 
somme  des  moments  virtuels  de  ses  composantes;  car  il  y 
aurait  équilibre  entre  ces  dernières  si  l'on  y  ajoutait  une 
force  égale  et  opposée  à  leur  résultante.  La  somme  totale 
des  moments  virtuels  serait  donc  nulle,  et,  par  conséquent, 
la  somme  de  ceux  qui  se  rapportent  aux  composantes  serait 
égale  et  de  signe  contraire  au  moment  de  la  force  qui  leur 
fait  équilibre,  et  qui  est  égale  et  opposée  à  la  résultante. 
Cette  somme  est  donc  égale  au  moment  de  la  résultante, 
puisque  deux  forces  égales  et  contraires,  appliquées  à  un 
même  point,  ont  des  moments  virtuels  égaux  et  de  signes 
contraires. 

98.  Si  l'on  remplace  chaque  force  par  ses  composantes 
parallèles  à  trois  axes  rectangulaires,  son  moment  virtuel 
sera  la  somme  de  ceux  de  ses  composantes.  Soient  X,  Y,  Z 
les  composantes  d'une  force  appliquée  au  point  M  dont  les 
coordonnées  sont  x,  y,  z\  et  dx,  ôy,  âz  les  variations  de 
ces  coordonnées  dans  un  déplacement  infini  ment  petit  du 
système.  Les  moments  virtuels  des  forces  X,  Y,  Z  seront, 
comme  nous  l'avons  démontré,  X/J;r,  \  dy,  Xdz,  et  ie  mo- 
ment de  leur  résultante  sera 

XSx  +  YSy  +  ZSz. 

L'équation  générale  de  l'équilibre  d'un  système  quel- 
conque de  points  sera  donc 

(i)  Z(X8x  +  Y8y  +  ZSz)  =  o, 

la  somme  2  s'étendanl  à  toutes  les  forces  du  système,  el  Le: 
variations  des  coordonnées  de  leurs  points  d'application 
pouvant  avoir  toutes  les  valeurs  compatibles  avec  les  équa- 
tions qui  lient  ces  coordonnées. 

99.    11  est  facile  de  \oii   comment   l'équation  (i)  peut 
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donner  les  conditions  de   l'équilibre  d'un  système  quel- 
conque. 
Soient 

L  =  o,      L'=o,     L"=o,   etc., 

n  équations  données  entre  les  coordonnées  des  m  points  qui 
composent  le  système,-  les  variations  de  ces  coordonnées  sa- 
tisferont aux  équations 

dL   .  dL  .  dL  .  dL 


o  x 


8y-h-j-Sz-h—8x'  +  ...  =  o, 


dx  dy  dz  dx 

dV  dV  dh'  dL' 

- —  Sx  H —  0/  +  — -  àz  H-  —- 

(2)     (     «a;  dy  dz  dx 


- —  tf-r  H —  8 y  -\ —  àz-\~  -^  Sx' 

dx  dy  dz 

dh"  ,         dL"  .         dL"  ,         rfL"  ,   , 

——  à  x  H —  à  y  H —  0  z  -+-  — — -  à  .r  +  .  .  .  =  o , 

a.r  a/  «z  rfjc 


Si  l'on  tire  de  ces  n  équations  la  valeur  de  n  variations 
et  qu'on  les  reporte  dans  l'équation  (i),  elle  en  renfermera 
encore  3  m  —  »,  qui  seront  entièrement  indéterminées.  Et 
comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  dépla- 
cements qui  satisfont  aux  conditions  du  système,  elle  sera 
salisfaile,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  ces  indétermi- 
nées 5  ce  qui  exige  que  les  coefficients  de  chacune  d'elles 
soient  nuls  séparément.  On  aura  ainsi  3/» —  n  équations, 
nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre.  En  les  joignant 
aux  «équations  données,  on  aura  un  nombre  d'équations 
égal  au  nombre  des  coordonnées  des  points  du  système. 

Elles  pourront  servir  à  déterminer  les  positions  d'un 
certain  nombre  de  points  d'application ,  ainsi  que  les  gran- 
deurs et  les  directions  d'un  certain  nombre  des  forces ,  de 
manière  à  ce  que  l'équilibre  ait  lieu. 

Si  les  variables  dont  dépend  la  position  du  système 
n  étaient  pas  les  coordonnées  des  points  qui  le  déterminent, 
la  forme  de  l'équation  (i)  changerait.  On  trouverait  tou- 
jours les  conditions  d'équilibre,  en  réduisant  le  plus  pos- 
sible le  nombre  des  variations ,  au  moyen  des  équations  de 
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condition,  et  égalant  à  zéro  les  coeflicients  de  celles  qui 
resteraient  dans  l'équation,  et  seraient  complètement  indé- 
terminées. 

100.  L'élimination  de  n  variations  entre  les  équations  (1) 
et  (2)  peut  s'effectuer  de  différentes  manières  :  on  pourrait 
tirer  leurs  valeurs  des  n  équations  (2)  et  les  substituer 
dans  (1),  puis  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  "dm — n 
restantes.  Mais  il  vaut  mieux  multiplier  les  équations  (2) 
par  des  facteurs  indéterminés  X,  X',  X/y,  etc.,  puis  ajouter  à 
l'équation  (1).  On  égalera  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des 
n  variations  qu'on  voudra  éliminer;  ce  qui  déterminera 
X,  //,  X",  etc.,  et  enfin  on  égalera  à  zéro  les  coefficients  des 
autres  variations.  On  voit  donc  qu'après  avoir  ajouté  toutes 
les  équations,  on  devra  annuler  séparément  les  coefficients 
des  3  m  variations;  n  de  ces  équations  détermineront  X,  /', 
X",  etc.,  et  en  substituant  leurs  valeurs  dans  les  autres,  on 
aura  les  conditions  d'équilibre  du  système. 

101 .  L'avantage  de  cette  méthode  n'est  pas  d'abréger  le 
calcul,  mais  de  faire  connaître  les  efforts  produits  par  les 
liaisons,  et  les  forces  qui  pourraient  remplacer  les  équa- 
tions qui  expriment  ces  liaisons. 

En  effet,  les  3  m  équations  auxquelles  on  parvient,  sont 


;3) 


/                dL         ,dL' 
X  h-a  —  .-hX'—  +  à* 
dx              dx 

dL" 
dx 

,             dL       ,,dL'       .„ 
<fy              dy 

dL" 

dy 

d.L         ,dV 
Z  +  à  — -  -+-  V  -j-  H-  a" 
dz              dz 

dL" 
~dz~ 

dx              dx 

dL" 
dx' 

■          dh      .,dV       .„ 

Y+lJ7  +  'd7  +  " 

dL" 

~dy~' 

z'  +  ilt  +  y^  +  r 

dz               dz 

dL" 
~d7 

+ 


=  o, 


-+-...  =  o, 
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Or  ces  équations  seraient  les  mêmes ,  si  les  équations  L  =  o, 
U  =  o,  etc.,  n'existaient  pas ,  c'est-à-dire  si  tous  les  points 
étaient  libres,  et  qu'on  appliquât  au  point  M  une  force  ayant 
pour  composantes 

,  r/L  rfL  dL  dV 

dx  dy  dz  dx 

au  point  M'  une  force  ayant  pour  composantes 
dh       .  rfL  dL         ,d\J 

Xd?'    x^<'    x^'    ld7'--'- 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Quant  à  la  direction  de  ces  forces,  en  ne  considérant 
d'abord  que  celles  dont  les  expressions  renferment  les  déri- 
vées de  la  fonction  L ,  on  voit  que  celle  qui  est  appliquée 
en  M  est  normale  à  la  surface  dont  1  équation  serait  L  =  o, 
en  ne  regardant  que  x,y,  z  comme  variables.  Celle  qui 
est  appliquée  en  M'  est  normale  à  la  surface  dont  l'équation 
serait  L  =  o,  mais  dans  laquelle  x\  y',  z'  seraient  seules 
variables,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'équation  L  =  o  peut 
se  dire  de  toutes  les  autres;  et  dès  qu'où  aura  déterminé, 
comme  nous  l'avons  dit,  les  valeurs  de  /.  /',  /",  etc.,  on 
connaîtra  les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  dont 
l'ensemble  des  liaisons  tient  la  place. 

102.  Mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  assigner  les  forces 
qui  pourraient  remplacer  individuellement  chacune  des 
équations  qui  expriment  les  liaisons. 

Supposons,  pour  cela,  que  l'on  supprime  la  condition 
L  =  o,  en  conservant  toutes  les  autres 5  nous  allons  voir 
que  l'équilibre  aura  encore  lieu  sur  le  nouveau  système  si 

l'on  applique  au  point  M  les  trois  composantes  ^-j-'i  ^77' 
A -5—;  au  point  M    les  composantes  A  — ,    A—-,-,  A  —  -,   et 

ci2*  djc  cty  ClZ 

ainsi  de  suite  pour  tous  les  autres  points;  et  que  tous  les 
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termes  des  équations  (3),  provenant  des  équations  L'  =  o, 
h"  =  o,  etc.,  resteront  les  mêmes  dans  les  c'quations  d'équi- 
libre du  nouveau  système.  En  etfet,  dans  ee  système  ,  les 
forces  appliquées  aux  différents  points,  au  lieu  d'être, 
comme  dans  le  premier,  X,  Y,  Z,  X',  etc.,  sont 

_.       ,  dL       _.         dL       _       ,  dL       v,      ,  rfL 

X  +  X— ,      Y-f-X  — ,      Z  +  a— -,      X'+a- 

dx  (h  dz  dx 

et  les  équations  exprimant  les  liaisons  sont  réduites  à 
L'  =  o ,     L"  =  o , .  .  .  . 

En  traitant  cette  question  comme  la  précédente,  on  aura, 
pour  déterminer  l'équilibre  ,  les  équations  suivantes 

v  clL\        ^  dV       ,    dL" 

dx  !  dx  dx 

_       ,  rfL\        ,    ./L'       ^   dL" 

Y   -h   A  -—    )    -H   A,  — 1-  À,  — h  .  •  •  =  O  , 

dy  )  dy  dy 

(  U       ,  rfL\        ,    rfL'       ,   dL" 

Z  4-  a  — -      +  a,  — —  H-  a2  — -  h =  o, 

dz  /  «s  rtz 


Or,  X  ayant  été  pris  avec  la  valeur  qu'il  avait  d'après  les 
équations  (3) ,  il  est  clair  que  toutes  les  équations  (4)  sont 
satisfaites,  en  prenant  pour  X1?  X2 ,  etc.,  les  valeurs  mêmes 
de  X',  ?/',  etc.  D'où  l'on  conclut,  comme  nous  lavons  an- 
noncé, que,  si  l'on  supprime  du  premier  système  les  liai- 
sons qu'exprime  l'équation  L  =  0,  et  qu'on  introduise  en 
chaque  point  trois  forces  parallèles  aux  axes  et  égales  au 
produit  de  X  par  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  L  par 
rapport  aux  coordonnées  respectives  de  ces  divers  points, 
l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  ;  et  l'ensemble  des  forces  qui 
remplaceraient  les  liaisons  restantes  est  représenté  par  l'en- 
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semble  des  termes  des  équations  (3)  qui  proviennent  des 
fonctions  L',  L",  etc. 

Si ,  dans  le  nouveau  système ,  on  supprimait  encore  les 
liaisons  exprimées  par  une  autre  équation ,  on  verrait  de 
même  qu'il  faudrait  introduire  en  chaque  point  des  forces 
représentées  par  les  termes  des  équations  (3)  qui  renfer- 
ment les  dérivées  partielles  de  cette  équation  5  car  ces  termes 
sont  les  mêmes  dans  les  équations  (3)  et  (4)5  et  ainsi  de 
suite. 

On  connaît  donc  ainsi  les  forces  qui  pourraient,  sans 
rien  déranger  dans  l'équilibre,  remplacer  l'une  quelconque 
des  équations  de  liaison. 

Il  faut  remarquer,  toutefois ,  que  l'équation  L  =  o  pour- 
rait résulter  de  liaisons  matérielles  très-variées  ,  et  les  efforts 
produits  sur  ces  liens  devront  être  calculés  suivant  leur 
nature.  Ce  que  nous  avons  déterminé  seulement,  ce  sont 
les  forces  qui  en  résultent  sur  les  points  dont  les  coordon- 
nées sont  x,  y,  z ,  x',  y',  etc. 

103.  Deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  des  points 
liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque  sont  dits  équiva- 
lents lorsqu'ils  pourraient  être  détruits  séparément  par  les 
mêmes  forces  5  et  il  est  clair  que  la  même  propriété  ne  se 
conserverait  pas  en  général,  si  la  nature  des  liaisons  chan- 
geait. Or  il  résulte  du  principe  des  vitesses  virtuelles  que 
la  somme  des  moments  virtuels  de  deux  systèmes  équiva- 
lents est  la  même ,  puisqu'elle  est  égale  et  de  signe  contraire 
à  une  même  somme. 

Si  deux  systèmes  peuvent  être  détruits  séparément  par  un 
troisième,  il  est  évident  que  tout  autre  système  qui  détrui- 
rait l'un  des  deux  détruirait  l'autre,  puisque  la  somme  de 
leurs  moments  virtuels  serait  la  même,  en  vertu  de  la  pre- 
mière condition.  Réciproquement,  si  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  de  deux  systèmes  est  la  même,  ils  feraient 
évidemment  équilibre  aux  mêmes  systèmes. 
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application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  à  l'équilibre 
d'un  fil  flexible. 

10i.  L'équation  que  nous  allons  traiter  dépend  du  cal- 
cul des  variations,  puisque  nous  devrons  considérer  tous 
les  points  du  fil  comme  se  déplaçant  infiniment  peu,  et  que 
l'intégrale  qui  exprime  la  somme  des  moments  virtuels  de- 
vant être  nulle,  elle  aura  sa  dérivée  nulle.  Il  s'agira  donc  de 
déterminer  la  forme  de  la  courbe  par  la  condition  que  la  va- 
riation d'une  intégrale  définie,  prise  dans  toute  son  étendue, 
soit  nulle  en  passant  de  cette  courbe  à  toute  autre  infiniment 
voisine;  pourvu  que  tous  ses  points  n'aient  fait  que  se  dé- 
placer, et  que  les  éléments  infiniment  petits  qui  la  com- 
posent aient  respectivement  conservé  leur  grandeur.  Or,  ce 
problème  est  du  genre  de  ceux  que  le  calcul  des  variations 
a  pour  objet  de  résoudre. 

Soient  Xcls,  Ycls,  Tids  les  composantes  de  la  force  qui 
sollicite  l'élément  ds^  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
donnera  l'équation 

fds(XSx  +  Y§y  +  ZSz)  =  o, 

cette  intégrale  étant  prise  dans  toute  l'étendue  du  fil,  et 
lis  variations  âx,  dy,  âz  étant  telles,  que  l'élément  quel- 
conque as  conserve  la  même  longueur,  c'est-à-dire  que 
Ton  ait 

dx  djr  dz 

0  ds  =  o  ,      ou      —  an  X  H —  a  0  y  -\ d à  z  =  o . 

ds  ds        J         ds 

dette  équation  a  lieu  pour  tous  les  éléments,  et  1  on  a,  par 
conséquent ,  autant  d'équations  de  condition  que  d'élé- 
ments. D'après  la  théorie  précédente,  on  doit  les  multi- 
plier par  des  coefficients  indéterminés,  variant  de  l'une  à 
l'autre,  et  qui .  par  conséquent .  dépendent  de  .s:  de  sorti 
'•  7 
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qu'on  peut  les  représenter  lous  par  une  fonction  quel- 
conque de  s,  que  nous  désignerons  par  X -,  et,  ensuite,  on 
doit  ajouter  tous  ces  produits  à  la  somme  des  moments  vir- 
tuels, puis  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  toutes  les  varia- 
tions. Cette  somme  sera  une  intégrale  prise  entre  les  mêmes 
limites  que  la  première,  et  l'on  aura  ainsi  l'équation  d'é- 
quilibre : 

X,  oxt  4-  Y,  <îj,  4-  Z,  èz{  4-  X,Sx3  4-  Y3  S j2  4-  Z2 Sz, 
ds(X3x  4-  Yrly  +  ZSz) 
dz 


X"[ 


(  C-^dSx  +  CJ-d8r  4 
ds  as  ds 


a^  )')Si,  x%y^zz  étant  les  coordonnées  des  extrémités,  et 
Xj  Yt  Zi,  X2Ya  Z2  les  composantes  des  forces  qui  y  sont  ap- 
pliquées. 
Mais  on  a 

fl-—d§x=zl—-§x  —  fSxd.l 

J  tic  ri  c  •* 


ds 


ds 


ds 


J^d'jy=l7i7"ï-S0-rd  'd7 

r  ■>  dz  j  *  ■  dz  *  r  -v    j  v   dz 

/  a  —  dSz  =  }.  —  S  y  —  /  ôzd./, 

ds  ds 


ds' 


léquation  précédente  devient  donc 

[^-(4),]^-[ï'-i4),j«>-[z-(4;)1>--- 


(x<fr  -r/.A-^Uj+  (  Yr/.v  —  d.  1  -j-  j  <îj 

Il  faut  maintenant  é^alc;  a  zéro  les  coefficients  des  varia- 


f[ 
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lions  de  tous  les  points.  On  devra  doue  avoir,  pour  un  point 
quelconque  du  fil , 

d  v  ci  y  dz 

(\)   Hfls  —  d.\—  =  o,    Yds —  d.\  — -=o,   Zds — d.l  —  z=o, 
ds  ds  as 


et.  pour  les  points  extrêmes . 


4;)=-  M4 


o>  z'-(\f),=°; 
Mi9.=o-  ^(4)=»-  z<4i=°- 


Les  équations  (î)  sont  les  mêmes  que  celles  du  n°  85  ,  dans 
lesquelles  T  est  changé  en  —  A.  Eliminant  entre  elles  A ,  on 
aura  les  deux  équations  de  la  courbe,  et  la  valeur  de  A  s'en- 
suivra. Les  équations  (2)  feront  connaître  les  grandeurs  et 
les  directions  des  forces  qui  doivent  être  appliquées  aux 
extrémités. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  précédente,  fournie 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  serait  la  même  si 
chaque  élément,  au  lieu  d  être  lié  aux  autres,  était  entière- 
ment libre,  pourvu  que  sa  première  extrémité  fût  sollicitée 

di*         d'Y        d"7 
par  les  forces  A— -,  A—,  X  — î  qui  se  réduisent  à  une  force 
r  as         as        as      * 

tangente  égale  à  A,  dirigée  en  sens  contraire  de  l'élément, 
et  que  la  seconde  extrémité  fût  sollicitée  par  une  force  tan- 
gente égale  à  A  -+-  dl,  et  dirigée  suivant  le  prolongement  de 
l'élément.  D'où  il  résulte  que  l'indéterminée  — A  mesure 
en  chaque  point  la  tension  du  fil,  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
qui  a  été  dit  n°  85. 

Remarques  sur  l'équilibre  d'un  système  quelconque. 

105.  Lorsque  l'expression  2  (X âx  -+-  Ydy  -+-  Zdz)  sera 
la   variation   dune  certaine    fonction   de  x.  y,  s,  x\  y\ 

7- 
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z',  etc.,  traitées  comme  variables  indépendantes,  1  équation 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  montre  que, 
dans  la  position  d  équilibre,  cette  fonction  est,  en  général , 
un  maximum  ou  un  minimum  par  rapport  à  toutes  les  va- 
leurs quelle  peut  prendre  lorsque  le  système  subit  un  dé- 
placement infiniment  petit  quelconque,  compatible  avec 
ses  liaisons  5  le  minimum  correspond  au  cas  de  l'équilibre 
instable,  et  le  maximum  au  cas  de  l'équilibre  stable.  Mais 
cette  discussion  nous  écarterait  trop  de  notre  objet,  et  nous 
nous  bornerons  à  examiner  le  cas  simple  d'un  système 
quelconque  de  points  sollicités  par  des  forces  parallèles  pro- 
portionnelles aux  masses. 

Si  l'on  prend  Taxe  des  z  en  sens  contraire  de  la  direction 
de  ces  forces ,  on  aura 

X  =  O ,      Y  =  O ,      Z=r  —  gdm  , 

dm  désignant  la  masse  d'un  quelconque  des  éléments.  L'ex- 
pression *LÇK.ox-hYdy-i-Zdz)  devient  alors  — g"Edmdz', 
et  l'équation  d'équilibre  sera 

ldm§z  =  o,     ou     Slzdn  =  o; 

donc  Itzdm  est  maximum  ou  minimum.  Mais  Hz  dm  est 
égal  au  produit  de  la  masse  du  système  par  le  z  du  centre 
des  forces  parallèles  5  donc  ce  centre  est  le  plus  haut  ou  le 
plus  bas  possible,  lorsque  le  système  est  en  équilibre.  Le 
premier  cas  est  relatif  au  minimum  de  l'intégrale  de 
—  g"Edmdz;  il  correspond  à  l'équilibre  instable,  et  le  se- 
cond à  l'équilibre  stable.  On  en  voit  un  exemple  bien  simple 
dans  l'équilibre  d'un  cylindre  elliptique  posé  sur  un  plan 
horizontal. 

106.  A 'utre  propriété  de  maximum  ou  de  minimum. — 
Soient  P,  P',  etc.,  des  forces  en  équilibre  sur  un  système 
quelconque;  M,  M',  etc.,  leurs  points  d'application.  Pre- 
nons à  partir  de  ers  points,  et  sur  la  direction  des  forces. 
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des  longueurs  M\  ,  M'N',  etc.,  proportionnelles  à  ces  for- 
ces, et  désignons-les  par  /;,  p',  etc.,  de  telle  sorte  que  l'on 
ait 

p=zAT>,    p'=*P',.... 

Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  consiste  en  ce  que 
la  somme  p-  -\- p' ~-\-...  ou  2/r  sera  un  maximum  ou  un 
minimum,  parmi  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  prendre 
lorsque,  les  points  N,  JV,  etc.,  restant  fixes,  les  points  M, 
M',  etc.,  subissent  un  déplacement  virtuel  quelconque, 
compatible  avec  les  liaisons  du  système. 

En  effet,  soient  L  [fig.  3i)  une  position  infiniment  voi- 
sine que  peut  prendre  le  point  M;  H  sa  projection  sur  la 
direction  de  la  force  P;  0  l'angle  PML5  faisons  ML  =  /-, 
MH  =  dP. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pour  tous  les 
déplacements  possibles  2P$/?  =  O}  et,  par  conséquent,  en 
multipliant  tous  les  termes  par  ^  , 

(1)  ipop  =  o> 
équation  qui  équivaut  à 

(2)  5ïp*=o; 

d'où  il  suit  que  généralement  "Ep"2  sera  un  maximum  ou  un 
minimum  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  de. s 
points  M,  compatibles  avec  les  liaisons  du  système-,  car 
c'est  avec  cette  dernière  condition  que  les  dp  sont  entendus 
dans  l'équation  (1). 

Pour  reconnaître  si  2/j2  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, calculons  exactement  son  accroissement.  Si  nous  dé- 
signons par  />!  la  valeur  NL  de  p  après  le  déplacement  vir- 
tuel arbitraire,  nous  aurons 

p]  =  //-  —  ?./;/  cos  0  -f-  r\ 
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d'où 

lp7t  =  l/r —  2.1pr  cos  9  +  Sr*. 

L'accroissement  de  Z/?2  est  donc 

(3)  Slp'zz:  —  2  S/»' COS  Ô  +  ^r2. 

Or  le  premier  terme  de  cette  expression  n'est  autre  chose 
que  —  z'Epdp,  puisque  l'on  a 

r  cos  G  =  Sp  ; 

donc,  si  l'on  avait  rigoureusement  l'équation  (i) ,  ô'Zp*  se 
réduirait  à  Sr8  qui  est  essentiellement  positive,  d'où  il  sui- 
vrait que  2/?2  serait  toujours  minimum.  Mais  nous  avons 
lait  remarquer,  dans  la  démonstration  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles,  quc"Epâp  n'était  pas  généralement  nul, 
mais  infiniment  petit  du  second  ordre 5  et  comme  Zc5  est 
du  même  ordre ,  les  deux  parties  de  ô  1.p*  sont  comparables, 
et  l'on  ne  peut  rien  dire  d'absolu  sur  le  signe  du  résultat. 
Cependant  on  peut  faire  quelques  remarques  importantes 
à  cet  égard. 

Supposons  d'abord  que  HP  dp  soit  de  même  signe  pour 
tous  les  déplacements  virtuels,  il  faudra  distinguer  deux 
cas. 

S'il  est  négatif,  les  deux  termes  de  l'expression  (3)  se- 
ront positifs,  et,  par  conséquent,  2//2  sera  un  minimum, 
quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  A  ,  depuis  zéro  jusqu'à 
l'infini. 

S  il  est  positif,  la  première  partie  de  û2//2  sera  négative, 
et  comme  elle  varie  proportionnellement  à  /> ,  on  pourra 
donner  à  ce  rapport  une  valeur  assez  grande  pour  que  cette 
première  partie  l'emporte  sur  la  seconde  2r2,  quel  que  soit 
le  déplacement  virtuel,  et  cela  aura  lieu  depuis  cette  valeur 
de  A  jusqu'à  L'infini  :  dans  toute  cette  étendue,  S/r  sera 
maximum.  Il   pourra    arriver  qu'entre   celle   limite    iule- 
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rieure  de  A  et  une  autre  valeur  plus  petite,  la  première 

partie  de  (3)  soit  tantôt  supérieure,  tantôt  inférieure  à  la 
seconde 5  entre  ces  limites,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  mi- 
nimum. 

Mais  ce  qui  est  très-remarquable,  c'est  que,  clans  tous 
les  cas,  et  lors  même  que  SPJ/;  n'a  pas  le  même  signe  pour 
tous  les  déplacements  virtuels,  on  peut  donner  au  rap- 
port A  ,  et ,  par  suite,  aux  longueurs  /?,  //,  etc.,  des  valeurs 
ez  voisines  de  zéro  pour  que  la  première  partie  de  (3) 
soit  incomparablement  plus  petite  que  2/'2.  Il  sufiit,  en 
effet,  de  supposer  que  p,  p'  soient  des  infiniment  petits  du 
premier  ordre,  parce  que  la  première  partie  de  l'expres- 
sion (3)  deviendra  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  et 
l'autre  n'étant  que  du  second,  son  signe  prévaudra.  D'où  il 
résulte  que  2/>3  sera  minimum,  puisque  son  accroissement 
sera  toujours  positif.  Cette  dernière  proposition  est  due  à 
M.  Gauss;  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
que  cet  illustre  géomètre  a  donné  dans  le  cas  d'un  mouve- 
ment quelconque.  C'est  là  le  cas  où  le  mouvement  se  ré- 
duirait à  zéro.  On  peut  dire  aussi  que  ce  théorème  est  ren- 
fermé dans  la  proposition  précédente,  en  vertu  du  principe 
de  d'Alembert,  dont  nous  parlerons  plus  tard. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  ce  n'est  pas  seulement 
dans  le  voisinage  de  A  =  o  que  S/?2  sera  nécessairement  un 
minimum;  il  en  sera  ainsi  depuis  celte  limite  jusqu'à  une 
certaine  valeur  finie  de  A,  pour  laquelle  la  première  partie 
de  o2/;~  cessera  d'être  inférieure  à  la  seconde  poux-  tous  les 
(!é[)laeemenls  virtuels. 

Ou  peut  observer  encore  que  lorsque,  pour  une  valeur 
de  A,  £/>2  sera  maximum,  il  suffirait  de  porter  les  quan- 
tités p  dans  le  sens  opposé  pour  que  2/;2  devint  minimum: 
car  alors  cos  0  changerait  de  signe  sans  changer  de  valeur, 
et  les  deux  parties  de  cîZ/r  seraient  positives.  11  y  aurai l 
donc  minimum  en  considérant  cette  même  valeur  de  A  ave« 
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le  système  des  forces  égales  et  contraires  aux  premières ,  el 
qui  seront  en  équilibre  en  vertu  du  principe  des  vitesses 
virtuelles. 


CHAPITRE  IX. 

APPLICATIONS  DE  LA   THÉORIE  DES  FORCES   PARALLÈLES 
AU   CAS    DE    LA   PESANTEUR. 

Considérations  générales  sur  la  pesanteur  et  les  centres 
de  (j ravi té. 

107.  Tous  les  corps  abandonnés  à  eux-mêmes  prennent 
un  mouvement  vers  l'intérieur  de  la  terre,  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  la  surface  des  eaux  tranquilles,  et 
qu'on  nomme  verticale.  S'ils  sont  retenus,  ils  exercent 
une  pression  sur  l'obstacle  dans  la  même  direction.  Par 
exemple,  si  un  corps.est  suspendu  par  un  fil,  ce  fil  prend 
une  direction  verticale  ;  et  si  l'on  détache  le  corps ,  il 
tombe  suivant  le  prolongement  de  cette  droite.  L'expérience 
montre  de  plus  que  ce  fil  est  tiré  par  le  corps  qu'il  soutient, 
sans  interruption  et  avec  une  intensité  constante  dans  le 
même  lieu. 

On  peut  donc  admettre  que  tous  les  corps  sont  sollicités 
par  une  force  dirigée  suivant  la  verticale  et  vers  lintérieur 
de  la  terre,  et  que  cette  force  exerce  son  action  d'une  ma- 
nière continue,  avec  une  intensité  constante  sur  les  corps 
qui  ne  prennent  aucun  mouvement.  Nous  verrons  plus 
tard  que  cette  intensité  est  la  même  encore  pendant  le 
mouvement.  La  cause  de  ces  phénomènes  se  nomme  pesan- 
teur ou  gravité.  La  surface  de  la  terre,  ou  mieux  de  la 
mer,  étant  à  peu  près  sphérique,  la  perpendiculaire  à  la 
surface  des  eaux  tranquilles  passe  sensiblement  par  le  centre 
de  la  terre,  et  change,  par  conséquent,  de  direction  avec  la 
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position  sur  la  surface  ;  sou  intensité  change  quand  ou  s'é- 
loigne ou  qu'on  s'approche  du  centre,  et  dans  le  même  rap- 
port pour  tous  les  corps. 

Mais  ces  variations  ne  sont  pas  sensibles  dans  une  petite 
étendue,  et  1  ou  peut  regarder  les  verticales  comme  paral- 
lèles, et  la  pesanteur  comme  constante,  pourvu  que  l'on 
considère  des  points  peu  éloignés  les  uns  des  autres  relative- 
ment au  rayon  de  la  terre.  C'est  ce  qu'il  a  été  facile  d'éta- 
blir par  des  expériences  précises. 

Au  reste,  il  n  est  pas  besoin  de  connaître  la  figure  de  la 
terre  pour  constater,  par  expérience,  le  parallélisme  des 
verticales  et  la  constance  de  la  pesanteur  dans  une  étendue 
beaucoup  plus  considérable  que  les  dimensions  des  corps 
que  nous  avons  en  vue  de  considérer  ici.  ^ous  les  admet- 
tons donc  comme  des  données  fournies  par  des  expériences 
directes. 

La  pesanteur  sollicite  les  parties  intérieures  des  corps 
comme  les  parties  extérieures.  Il  faut  faire  le  même  effort 
pour  supporter  un  corps  entier,  ou  les  parties  dans  les- 
quelles on  le  divise;  et,  s'il  est  creux,  les  corps  que  l'on  y 
renfermera  exerceront  le  même  effort  que  s'ils  étaient  placés 
à  l'extérieur.  Nous  pouvons  donc  regarder  cette  force  comme 
agissant  sur  toutes  les  parties  qui  composent  les  corps  ;  et 
nous  en  verrons  une  confirmation  complète  dans  le  mouve- 
ment qu'ils  prennent  suivant  la  verticale. 

En  appliquant  la  théorie  des  forces  parallèles  à  celles  qui 
proviennent  de  la  pesanteur,  on  reconnaît  d  abord  qu  elles 
ont  une  résultante  qui  leur  est  parallèle,  et  est  égale  à  leur 
somme;  on  l'appelle  le  poids  du  corps. 

En  second  lieu,  cette  résultante  a  son  point  d'applica- 
tion indépendant  de  la  direction  des  forces  relativement  au 
corps.  C'est  le  centre  des  forces  parallèles  produites  parla 
gravité.  On  lui  donne  le  nom  de  centre  de  gravité. 

108.   Lorsque  la  matière  qui  compose  le  corps  est  homo- 
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gène,  les  volumes  égaux  ont  des  poids  égaux.  Si  la  matière 
de  deux  corps  homogènes  est  différente,  le  poids  est  généra- 
lement différent  pour  des  volumes  égaux.  On  appelle  poids 
spécifique  d'une  substance  homogène  le  poids  de  l'unité  de 
volume ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  le  rapport  du 
poids  d'un  volume  quelconque  de  cette  substance  à  ce  vo- 
lume même.  Dans  les  Tables  que  l'on  a  formées,  on  rap- 
porte ces  poids  spécifiques  à  celui  de  l'eau  distillée ,  prise 
à  la  température  où  sa  densité  est  la  plus  grande ,  et  qui 
est  d'environ  4  degrés  au-dessus  de  zéro  5  quant  aux  autres 
corps,  on  les  suppose  pris  à  la  température  zéro.  Les  moyens 
employés  pour  sa  formation  se  rapportent  à  la  physique,  et 
nous  ne  nous  en  occuperons  pas. 

Le  poids  qu'on  a  choisi  pour  terme  de  comparaison  est 
celui  de  1  centimètre  cube  d'eau  distillée,  prise  au  maxi- 
mum de  densité,  et  considéré  à  FObservatoire  de  Paris;  on 
le  nomme  gramme.  Les  nombres  renfermés  dans  la  Table 
des  poids  spécifiques  expriment  donc  le  nombre  de  grammes 
que  pèse  1  centimètre  cube  de  ces  substances ,  prises  à  la 
lempérature  zéro. 

109.  Si  le  corps  n'est  pas  homogène,  le  poids  ne  sera 
plus  proportionnel  au  volume.  Pour  se  faire  une  idée  nette 
de  ce  que  l'on  doit  entendre  par  poids  spécifique  d'une  sub- 
stance en  un  point  donné ,  on  en  considérera  une  portion 
infiniment  petite,  dont  ce  point  fera  partie,  et  l'on  prendra 
le  rapport  de  son  poids  à  son  volume;  on  aura  ainsi  son 
poids  spécifique  moyen  ;  lorsque  ce  volume  tend  vers  zéro, 
le  rapport  tend  vers  une  limite  que  l'on  appelle  le  poids 
spécifique  de  la  substance  en  ce  point.  Si  la  nature  de 
celle  substance  change  d'une  manière  continue,  le  poids 
spécifique  sera  une  fonction  continue  des  coordonnées  des 
différents  points;  et  si  cette  fonction  est  donnée,  ainsi  que 
la  figure  du  corps,  on  peut  encore  se  proposer  d'eu  déter- 
miner le  centre  de  gravité.  On  voit,  damés  celle  défini- 
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tion  ,  qu  un  volume  infiniment  petit  du  corps  aura  un  poids 
qui  ne  différera  que  dune  quantité  infiniment  petite,  par 
rapport  à  lui-même,  du  produit  de  ce  volume  par  le  poids 
spécifique  relatif  à  l'un  quelconque  de  ses  points.  Cette 
quantité  pouvant  être  négligée  sans  erreur  dans  les  résultats 
des  questions  qui  ne  dépendent  que  des  limites  des  sommes 
ou  des  rapports ,  il  s'ensuit  que  le  poids  spécifique  tel  que 
nous  l'avons  défini  joue  absolument  le  même  rôle  dans  le 
cas  des  corps  non  homogènes  que  le  poids  spécifique  défini 
d'abord  dans  les  corps  homogènes;  seulement,  il  ne  faut 
l'appliquer  qu'à  des  volumes  infiniment  petits  dans  tous 
les  sens. 

110.  Quoique  les  surfaces  et  les  ligues  ne  puissent  avoir 
de  poids,  puisqu'elles  ne  sont  que  des  limites  d'étendue  et  ne 
renferment  aucune  partie  matérielle,  on  les  considère  néan- 
moins comme  ayant  un  centre  de  gravité.  On  suppose  alors 
quelles  sont  soumises  à  l'action  de  forces  parallèles,  qui. 
dans  le  cas  de  l'homogénéité ,  donnent  des  résultantes  égales 
pour  des  parties  équivalentes-,  et  l'on  donne  lintensité  de 
cette  force  pour  l'unité  de  surface  ou  de  longueur.  En  par- 
tant de  cette  hypothèse,  et  considérant  toujours  les  sur- 
faces et  les  lignes  comme  on  le  fait  dans  la  géométrie,  il  n'y 
a  rien  que  de  clair  dans  la  recherche  du  centre  de  ces  forces 
parallèles,  qu  on  nomme,  par  analogie,  centre  de  gravité. 

Si  les  résultantes  n'étaient  pas  égales  pour  des  aires  équi- 
valentes, on  concevrait,  pour  un  point  quelconque,  une 
portion  infiniment  petite  renfermant  ce  point,  et  ou  pren- 
drait le  rapport  de  la  résultante  de  cette  portion  à  son  aire. 
La  limite  de  ce  rapport  sera  déterminée,  et  nous  lui  don- 
nerons, par  analogie,  le  nom  de  poids  spécifique  de  la  sur- 
face en  ce  point;  ce  poids  spécifique  sera  une  fonction 
connue  des  coordonnées  des  points  de  la  surface,  et  le  centre 
des  forces  parallèles,  que  Ion  désignera  encore  sous  le  nom 
de  centre  de  gravité ,  sera  entièrement  déterminé. 
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Les  mêmes  considérations  s'appliquent  au  cas  dune  ligne 
dans  laquelle  des  arcs  égaux  ne  donneraient  pas  des  résul- 
tâmes égale?. 

111.  Les  corps  sont  réellement  composés  de  parties  très- 
petites,  séparées  les  unes  des  autres;  mais  il  n'y  a  aucun 
inconvénient  à  les  supposer  formés  d'une  matière  conti- 
nue 5  car  cela  ne  produira  d'autre  ellet  que  de  changer  de 
quantités  insensibles  les  points  d'application  des  forces,  et 
il  n .'en  peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les  ré- 
sultats. 

1 12.  Lorsque  Ion  connaît  les  poids  et  les  centres  de  gra- 
vité de  corps  en  nombre  fini,  le  théorème  des  moments 
donne  immédiatement  la  position  du  centre  de  gravité  du 
système.  Si  l'on  désigne  par  P  un  quelconque  des  poids, 
par  x,  y,  z  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  et 
par  Xi,  j'n  zv  celles  du  centre  de  gravité  du  système,  on 
aura 

iPx  _  ïPy  _  sP  = 

X'~~W'    Jl~T^'    Z,-~2P' 

Ces  formules  subsistent,  quel  que  soit  le  nombre  de  corps, 
et  quelque  petits  qu'ils  soient  chacun.  S'ils  diminuent  in- 
définiment, et  que  leur  système  tende  vers  une  certaine 
limite,  les  limites  des  valeurs  de  .r,,^,,  zv  seront  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  de  cette  limite;  et  leurs  va- 
leurs ne  seront  pas  altérées,  si  l'on  néglige,  dans  tous  les 
termes  de  ces  sommes,  des  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  ces  termes  mêmes. 

Détermination  des  centres  de  gravité. 

113.  Lorsqu'un  corps  de  nature  quelconque  est  infini- 
ment petit  dans  tous  les  sens,  son  centre  de  gravité  t-st  à 
une  distante  infiniment  petite  d'un  quelconque  des  points 
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de  ce  corps  5  car,  si  l'on  compose  successivement  toutes  les 
forces,  en  partant  d'un  point  quelconque  du  corps,  les 
points  d'application  des  résultantes  successives  étant  tou- 
jours compris  entre  les  deux  points  d'application  des  forces 
que  l'on  compose,  resteront  constamment  à  une  dislance 
infiniment  petite  de  tous  les  points  du  corps.  Cette  simple 
observation  permet  de  ramener  au  calcul  la  détermination 
des  centres  de  gravité  des  corps,  sans  aucune  recherche 
préalable.  Il  suffira,  pour  cela  ,  de  les  décomposer  en  élé- 
ments infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  parce  qu'alors 
on  pourra  prendre  pour  centre  de  gravité  de  ces  éléments 
un  point  quelconque  de  leur  surface  ou  de  leur  intérieur, 
ou  même  en  dehors,  et  à  une  distance  infiniment  petite-, 
car  on  n'altérera  qu'infiniment  peu  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  éléments  ,  et,  par  con- 
séquent, son  moment  ne  sera  en  erreur  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  Donc  la  limite 
de  la  somme  des  moments  ne  sera  pas  altérée,  et  l'on  peut 
établir  cette  proposition  générale  : 

Le  produit  du  poids  d'un  corps  par  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque,  est  égala  la  limite 
de  la  somme  des  produits  des  poids  de  chacun  de  ses  élé- 
ments infiniment  petits  en  tous  sens,  par  les  distances  d'un 
quelconque  des  points  de  ces  éléments  respectifs,  ou  d'au- 
tres points  infiniment  voisins,  à  ce  même  plan. 

Si  le  corps  est  homogène,  le  poids  d'une  quelconque  de 
ses  parties  est  égal  à  son  volume  multiplié  par  le  poids  spé- 
cifique de  la  substance 5  mais,  s'il  ne  l'est  pas,  le  poids  d'un 
élément  sera  égal  à  son  volume  multiplié  par  un  poids 
spécifique  moyen  ,  qui  ne  différera  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  du  poids  spécifique  de  la  substance  en  un 
quelconque  des  points  de  cet  élément.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
on  multipliera  le  volume  infiniment  petit  de  1  élément  par 
le  |>ni(ls  spécifique  relatif  à  1  un  quelconque  «le  ses  points 
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ou  des  points  infiniment  voisins  ;  et,  en  substituant  ce  pro- 
duit au  poids  réel  de  l'élément,  il  n'en  résultera  aucune 
erreur  dans  la  limite  de  la  somme  des  poids  et  de  leurs  mo- 
ments. 

Il  est  facile  de  voir  comment  toutes  ces  considérations 
s'appliquent  aux  surfaces  et  aux  lignes.  Nous  allons  les  exa- 
miner successivement. 

Centres  de  gravité  des  lignes. 

114.  Les  équations  d'une  ligne  dans  l'espace  détermi- 
nent deux  coordonnées  en  fonction  de  la  troisième ,  par 
exemple  y  et  z  en  fonction  de  x.  L'expression  de  l'élément 

de  la  ligne  est  dx  1  /  i  -+-  -,—  -h  -r-, ;  =  ds,  et  son  poids  pds, 

p  étant  une  fonction  connue  de  ,r,  qui  exprime  le  poids 
spécifique  de  la  ligne  au  point  que  l'on  considèi^e.  En 
appelant  P  le  poids  dont  les  extrémités  correspondent  aux 
abscisses  x0,  X  ,  on  aura 

nX  rX 

P  =   I       pds ,        Px,  =   I       pxds , 
«k„  "** 

J/»X  />X 

pyds,      Pz,  =  /      pzds; 


d'où  1  on  tirera  P,  x,,^  l5  zx 
Si   la  ligne  est  homogène 
gueur  s  de  l'arc ,  et  l'on  a  simplement 


p 

Si   la  ligne  est  homogène,  p  est  constant,  -  est  la  lon- 


rx        I      dy>     dz-  rx 


zds. 
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Si  la  ligne  est  plane,  on  la  supposera  dans  le  plan  X\  ,  et 
il  suffira  de  faire  z  =  o  dans  les  premières  ou  les  secondes 
formules,  suivant  que  celte  ligue  a  un  poids  spécifique  va- 
riable ou  constant.  Dans  ce  dernier  cas,  elles  deviennent 


=  /     dx  y  I  +  ^r  '     sx  —  /      xds>    SX\=  j      ? 


(/S. 


Centres  de  gravité  des  surfaces. 

I  la.  Si  l'on  conçoit  une  surface  courbe  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  par  deux 
séries  de  plans,  les  uns  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  les 
autres  à  l'axe  des  y,  nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  prendre, 
au   lieu   de    L'élément   même    de  la  surface ,  l'expression 

i     i       I         ((izY       (d*\* 
dxdy  y  i  -h  I      -  1  -f-  I  —  1  •>  que  nous  représenterons  par 

r/A.  Soit  p  la  fonction  de  x  et  y,  qui  exprime  le  poids  spé- 
cifique en  un  point  quelconque  de  la  surface;  le  poids  de 
cet  élément  sera  ])d\  ,  et  ses  moments  seront  pxdA  ,  pydA  , 
pzd A  ;  on  aura  donc,  en  désignant  par  Y  le  poids  de  l'aire 
totale  que  l'on  considère , 

P=ffpdA,  Vx^ffpxdA,  VXi=ffpydA,  Pzl=ffpzdA. 

Les  limites  de  ces  intégrales  sont  les   mêmes  que  pour  la 

quadrature  des  surfaces  courbes. 

p 
Si  la  surface  est  homogène,  p  est  constant  et  -  est  l'aire 

totale  que  nous  représenterons  par  A  :  on  aura  alors 


A  =  ffdxdy  \Jy  +  (^V  (^f)\      A  *,  =ffxd  A 
\y,  z=ffydA,       \-  =JfzdA. 
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116.  Surfaces  de  révolution.  —  Le  centre  de  gravité 
dune  surface  de  révolution  homogène  est  évidemment  situé 
sur  son  axe.  Si  on  le  prend  pour  axe  des  3C,  on  aura 

et  il  suffira  de  connaître  xt.  Si  l'on  considère  la  partie  de 
la  surface  comprise  entre  les  deux  plans  correspondants 
aux  valeurs  x0  et  X ,  on  aura ,  en  désignant  son  aire  par  A , 
et  par  y  l'ordonnée  de  la  génératrice, 


A  =  27r  |      ydx  W  i  -h  —  ,      A-r,  — 277  /      yxdxKl  i-f- 


d£ 

dx* 


On  connaîtra  ainsi  A  et  ensuite  xx. 

117.  Surfaces  planes. — Lorsque  la  surface  est  plane, 
on  la  rapporte  à  deux  axes  situés  dans  son  plan. 

Les  formules  générales  s'appliqueront  à  ce  cas  en  y  sup- 
posant z  =  05  elles  deviennent  alors 

p  =  SSp  dx  dr*    p  *i  =SSpx  dx  di>    p j>  =  ffpy dx  di- 

On  intégrera  d'abord  par  rapport  à  y  entre  les  deux  valeurs 
y0,  Y  qui  sont  des  fonctions  de  x  données  par  l'équation  de 
la  courbe  qui  termine  la  surface.  On  aura  ainsi  des  fonc- 
tions de  x  qu'on  intégrera  entre  les  valeurs  extrêmes  x0 ,  X. 

P 

Si  la  surface  est  homogène,  p  est  constant,  -  est  l'aire 

p 

A  ,  et  Ton  aura 

^—ff'lxdy,      Ax,=ffxdxdy,     Ayt=ffydxdy, 


ou 


(Y—y0)dx,      A.r,  =  /       (Y-yt)xdx, 
4r.  =  ±y     (Y>-yl)rU, 
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1 18.  Corps  solides.  —  Décomposons  le  corps  en  une  in- 
finité de  tranches  par  une  série  de  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  des  x;  coupons-le  ensuite  par  une  série  de  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  des  y  :  les  parties  comprises  entre 
deux  plans  consécutifs  d'une  série  et  deux  plans  consécu- 
tifs de  l'autre  seront  précisément  celles  que  nous  avons 
considérées  dans  la  mesure  des  volumes  en  général.  Mais, 
comme  nous  devons  prendre  ici  des  éléments  infiniment 
petits  dans  tous  les  sens,  nous  supposerons  une  troisième 
série  de  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  z,  et  le  corps  se 
trouvera  décomposé  en  parallélipipèdes  rectangles  ayant 
pour  arêtes  <7.r,  dy,  dz. 

Pour  chacun  de  ces  parallélipipèdes  dont  les  coordonnées 
de  deux  sommets  opposés  sont  x,  y,  z  et  x  -+-  dx,  y  -h  dy, 
z  -f-  dz ,  on  prendra  x,  y,  z  au  lieu  des  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  et  la  fonction  p  qui  exprime  le  poids 
spécifique  sera  rapportée  aux  mêmes  valeurs  x,jk,  z-,  nous 
avons  prouvé  que  la  limite  de  la  somme  des  moments  n'en 
sera  pas  altérée.  De  cette  manière,  le  poids  et  les  moments 
de  cet  élément  par  rapport  aux  plans  coordonnés  pourront 
être  remplacés  respectivement  par 

pdxdydz,     pxdxdy  dz ,     pydxdydz,     pzdxdydz. 

Soient  z0,  Z  les  fonctions  de  xety  qui  expriment  les 
ordonnées  de  la  surface  inférieure  et  de  la  surface  supé- 
rieure du  corps;  on  fera  d'abord  la  somme  des  éléments  en 
supposant  quexet  j"  restent  constants,  et  que  z  passe  par 
toutes  les  valeurs  entre  z0,  Z  -,  c'est-à-dire  qu'on  intégrera 
ces  expressions  par  rapport  à  z  entre  les  limites  z0,  Z,  et 
l'on  obtiendra  ainsi  des  fonctions  de  x  et  y  seulement,  qui 
exprimeront  le  poids  et  les  moments  de  la  partie  du  corps 
comprise  entre  quatre  plans  infiniment  voisins,  dont  deux 
sont  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  et  les  deux  autres  à  l'axe 
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tics  ) .  Ces  fonctions  auront  pour  expressions 

nZ  nZ 

dx  dy  j      p  dz  ,        x  dx  dy  j      p  dz , 

XZ  nZ 

pdz,  dx  dy  j      pzdz. 

Pour  avoir  le  poids  et  les  moments  du  volume  compris  en- 
tre les  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  il  faudra 
intégrer  ces  fonctions  de  x  et  y  par  rapport  ky  en  considé- 
rant x  comme  constant,  et  prenant  pour  limites  de  y  les 
deux  fonctions  de  x  qui  expriment  les  ordonnées  de  la 
courbe  qui  est  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  XY, 
et  que  nous  avons  donné  le  moyen  de  déterminer  dans  le 
Cours  cV Analyse.  Désignant  par  y0  et  Y  ces  fonctions  con- 
nues de  a: ,  les  sommes  relatives  à  la  partie  comprise  entre 
les  deux  plans  seront 


dy  j      pdz,       xdx  I      dy  I      pdz, 

XY  nZ  nY  /»Z 

ydy  j      pdz,      dx  j      dy  j      pzdz. 
.  o         "z«  "y«       "z« 

Ces  quatre  expressions  ne  renferment  plus  que  la  variable  x, 
et  on  les  intégrera  entre  les  deux  valeurs  de  x  relatives  aux 
deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  entre  lesquels  le 
corps  se  trouvera  compris.  Ces  valeurs  x0  et  X  sont,  en  gé- 
néral ,  celles  pour  lesquelles  les  plans  tangents  au  corps 
sont  perpendiculaires  à  l'axe  des  x.  Dans  tous  les  cas,  on 
saura  les  déterminer  d'après  la  forme  de  la  surface,  et  les 
expressions  des  sommes  seront  respectivement 

J~X  nY  nZ  nX  nY  />Z 

!       dx  I       dy   I      pdz,         j       xdx  j       dy  j      pdz, 

J/.X  /.Y  rZ  nX         pY  nZ 

dx  j      ydy  j      pdz,         J       dx  I      dy  j      pzdz. 
rc  Jy  Jz,  •  'i 
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On  pourrait  effectuer  ces  intégrations  dans  un  ordre 
différent  et  commencer  par  la  somme  des  éléments  pour 
lesquels  x  et  z  seraient  constants,  ou  encore  y  et  z.  On 
pourra  même  suivre  un  ordre  différent  pour  chacune  des 
quatre  expressions  si  Ton  y  trouve  quelque  avantage  :  on 
obtiendra  toujours  les  mêmes  valeurs  définitives,  puis- 
quelles  représenteront  le  poids  du  corps  et  les  limites  des 
sommes  des  moments  des  mêmes  éléments  considérés  seule- 
ment dans  un  ordre  différent.  Si  nous  désignons  ces  diverses 
expressions  par 

SSSPdxdydzi  fffPxdxdydz>  fffPJrdxdJrdz>  fj'fpzdxdydz, 

en  faisant  les  intégrations  comme  nous  l'avons  indiqué, les 
coordonnées  x,y,  z  seront  déterminées,  ainsi  que  le  poids 
P,  par  les  quatre  équations  suivantes  : 

P      =ff/PdxdXdzj        Pxl=fffpxdxdydz, 

p  >'■  =  fffpy  dx  dydz>    p  *i  =  fffpz  dv  dy  dz  ■ 

Si  le  poids  spécifique  est  constant,  ces  équations  devien- 
nent ,  en  représentant  par  V  le  volume  du  corps  qui  est  égal 

,  P 
a  -  ? 
P 

\       =  JJj  dx  dy  dz,        V  x ,  =  fffx  dx  dy  dz , 
Vy.  =  JSSïdxdydz,      Vz,=fffzdxdydz. 

On  peut  effectuer  dans  ce  cas  une  des  intégrations,  par 
exemple  celle  par  rapport  à  z  ;  ou  aura ,  en  prenant  pour  li- 
mites zQ  et  Z, 

V     =ff(Z  —  z0)dxdy,        Vx,  =  ff(Z  —  s,)  xdxdy  , 
Vj,  =  //(Z-;0  ydxdy,      Vs,  =  f  //(Z'  -  z\)  dxdXi 

les  limites  relatives  à  y  et  x  étant  les  mêmes  que  précé- 
demment. 

Enfin,   si   1  ou   pouvait  reconnaître  immédiatement  le 
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centre  de  gravité  de  la  partie  comprise  entre  deux  plans 
infiniment  voisins,  perpendiculaires  à  l'un  des  axes,  par 
exemple  à  l'axe  des  x,  on  prendrait  ces  parties  pour  les 
éléments  du  corps ,  et  il  n'y  aurait  que  la  seule  variable  x 
dans  l'expression  de  leurs  moments  par  rapport  à  YZ:  une 
seule  intégration  donnerait  donc  le  centre  de  gravité  du 
corps,  s'il  devait  se  trouver  sur  une  ligne  connue.  Nous 
allons  en  donner  quelques  exemples. 

119.  Solides  de  révolution.  — La  substance  qui  compose 
le  solide  de  révolution  étant  supposée  bomogène,  il  résulte 
de  la  symétrie  que  le  centre  de  gravité  est  situé  sur  l'axe, 
soit  qu'on  considère  le  corps  entier,  ou  une  partie  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  à  cet  axe.  Si ,  pour  plus 
de  simplicité,  on  le  prend  pour  axe  des  je,  il  suffira  de  trou- 
ver Xi ,  parce  que  jt  et  zt  seront  nuls. On  aura ,  dans  ce  cas  , 
les  deux  équations  suivantes,  dans  lesquelles  Y  et  y  0  dési- 
gnent les  ordonnées  des  deux  courbes  qui  terminent  l'aire 
génératrice  située  dans  le  plan  XY  : 

Y=*f     (Y2—  y\)dx,      V.r,  =  7rf    (Y1  —  y\)xdx, 

d'où  l'on  tirera  Y  et  xx . 

120.  Cylindres.  —  Si  l'on  considère  un  cylindre  homo- 
gène ayant  une  base  quelconque  terminée  par  un  contour 
polygonal  ou  curviligne,  et  qu'on  le  partage  par  des  plans 
parallèles  aux  bases,  la  somme  des  moments  est  nulle  par 
rapport  au  plan  également  distant  des  bases;  le  centre  de 
gravité  est  donc  sur  ce  plan. 

Si  l'on  conçoit  ensuite  un  système  de  plans  infiniment 
voisins,  parallèles  entre  eux  et  aux  arêtes,  le  cylindre  se 
trouvera  décomposé  en  parallélipipèdes  dont  les  bases  se- 
ront les  éléments  des  bases  du  cylindre,  et  dont  les  mo- 
ments seront  proportionnels  à  ceux  de  leurs  bases,  par  rap- 
port à  tout  plan  parallèle  à  leurs  faces  finies.   Donc  les 
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sommes  des  moments,  soit  des  faces,  soit  des  parallélipi- 
pèdes,  seront  nulles  pour  le  même  plan.  Donc  tout  plan 
parallèle  aux  arêtes,  et  passant  par  la  ligne  qui  joint  les 
centres  de  gravité  des  deux  bases,  contient  le  centre  de 
gravité  du  cylindre.  Donc  ce  point  se  trouve  et  sur  cette 
droite,  et  sur  le  plan  équidistant  des  bases 5  //  est  donc 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des 
deux  bases. 

124.  Si  le  corps  était  rapporté  à  des  coordonnées  po- 
laires, on  emploierait  le  mode  de  décomposition  indiqué 
dans  le  Cours  d" Analyse  ;  mais  on  chercherait  encore  les 
coordonnées  rectangulaires  du  centre  de  gravité.  Les  équa- 
tions entre  les  coordonnées  rectangulaires  et  polaires  sont 

z  =  rcosO,      y  =  rsinOsin-^,      x  =  rsinGcostp. 

Nous  avons  vu  que  F  élément  du  volume  avait  pour 
expression  r-  sin0  dQdtydr.  Donc  Félément  du  poids  sera 
pr-  sin0  dQ  dty  dr,  et  son  moment  par  rapport  à  chacun  des 
plans  s'obtiendra  en  multipliant  cette  expression,  succes- 
sivement par  x,y,  z  ou  leurs  valeurs  en  9,  ^,  /'.  On  aura 
ainsi 

P     =  fffpr1  sin  6  d  0  d$  dr, 
Vxt  =  fffpr3  sin2  0  cos-^  dQ  dtydr, 
Pj,  =  fffpr3 sin2 0  sin -\>  dO  db  dr , 
P  3,  =  fffpr3  sin  0  cos  OdOd^  dr. 

Les  limites  de  ces  intégrales  sont  les  mêmes  que  celles 
que  nous  avons  indiquées  dans  la  cubature  des  solides. 

Diverses  propriétés  des  centres  de  gravité. 

122.  Soit  un  nombre  quelconque  de  corps  ayant  respec- 
tivement pour  poids  p,  p' ',  //',  et  dont  les  centres  de  gravité 
respectifs  soient  distants  du  centre  de  gravité  de  leur  sys- 
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tème ,  de  quantités  p,  p',  p", ...  5  prenons  ce  centre  pour  le 
point  de  rencontre  de  trois  axes  rectangulaires  avec  lesquels 
les  lignes  p,  p',  p",. . .,  font  les  angles  a,  S,  y,  a',  €',  y',.  .  .  . 
Le  théorème  des  moments  donnera,  relativement  aux  trois 
plans  coordonnés , 

(1)        2/> p  cos a  =  o ,     l/?pcos6  =  o,      2/jpcos7  =  o. 

Donc  i'/jv"  aurait  équilibre  entre  des  forces  appliquées  à  un 
point  situé  à  l  origine ,  c'est-à-dire  au  centre  de  gravité  du 
système,  dirigées  suivant  les  droites  p,  p',.  .  .,  et  propor- 
tionnelles aux  produits  pp,  p' p'-  La  réciproque  est  évi- 
dente. 

Si  les  poids  /?,  /?',•••  sont  égaux,  les  forces  sont  propor- 
tionnelles aux  distances  du  centre  de  gravité  du  système, 
aux  centres  de  gravité  des  poids  égaux  qui  le  composent. 

123.  Si  maintenant  on  ajoute  les  carrés  des  premiers 
membres  des  équations  (1),  on  obtient,  en  désignant  par  pp' 
l'angle  des  deux  rayons  p  et  p', 

2/r  p-  +  ïipp'pp'  COS  pp'  =  O. 

Mais  p2-t-p'2 —  2  pp'  cos  pp'  =  r2,  r  étant  la  distance  des 
centres  de  gravité  des  corps  p,  p',  donc 

ïp'f  +  ïpp'(f  4-  p'2—  '■')  =  o. 

Tous  les  termes  qui  renferment  p2  ont  pour  expression 
pp1  (p  -\- p'  +  //'+••  •  •) ,  et  l'on  en  trouverait  de  sem- 
blables pour  p'%  p"2,  etc...;  de  sorte  qu'en  posant 
p  -f- // -f-  p" -f-  .  .  .  =  P,  on  aura 

P2/>p2  =  Ipp'r'. 

Si  tous  les  poids  sont  égaux  et  en  nombre  /// ,  on  a 
2/'2  =  /?iZp2. 

Cette  dernière  proposition  est  un  cas  particulier  de  ta 
suivante,  où  l'on  suppose  que  l'origine  des  coordonnées 
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est  un  point  quelconque  de  l'espace.  Le  théorème  des  mo- 
ments donne  alors,  en  représentant  par  R  la  droite  menée 
de  l'origine  au  centre  de  gravité  du  système ,  par  a,  by  c  les 
angles  qu'elle  fait  avec  les  axes,  par  p,  p' ',...,  les  distances 
de  l'origine  aux  centres  de  gravité  des  poids  /?,  />',...,  et  par 
a,  |3,  y,  a\  (S',  y',...,  les  angles  que  ces  droites  forment 
avec  les  axes, 

PR  cos  a  =  2/?p  cos  a , 

PR  cos  &  =  Ip  p  cos  6 , 

PR  cos  c  =  lp  p  cos  7  ; 

d'où,  en  ajoutant  les  carrés  des  membres  de  ces  équations 
et  observant  que  les  seconds  membres  sont  les  mêmes  que 
dans  le  cas  précédent, 

P2R2  =  Vlpf  —  ïpp'r\ 

De  cette  équation  on  conclut  que  si  la  distance  K  du 
centre  de  gravité  d'un  système  à  un  point  fixe  quelconque- 
restant  constante ,  ce  système  invariable  de  forme  se  dé- 
place d'une  manière  quelconque,  la  somme  des  produits  des 
poids  par  les  carrés  des  distances  de  leurs  centres  de  gra- 
vité à  ce  point  fixe  sera  constante. 

En  elîét,  P».  étant  constant  ainsi  que  les  distances  dési- 
gnées par  r,  il  en  résulte  que  2/^p2  est  constant. 

On  voit  encore  que  2/jp2  est  le  plus  petit  possible  quand 
R  =  o,  et,  par  conséquent,  le  centre  de  gravité  d'un  sys- 
tème jouit  de  cette  propriété,  que  la  somme  des  produits 
des  poids  par  les  carrés  des  distances  de  leurs  centres  de 
gravité  respectifs  à  ce  point  est  un  minimum . 

Théorème  de   Gufdin. 

124.  Le  volume  \  ,  engendré  par  la  surface  plane  com- 
prise «Mitre  deux  courbes  don!  les  ordonnées  sont  i. ,,1     i 
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deux  parallèles  à  l'axe  des  y  correspondantes  aux  abscisses 
■r0 ,  X ,  a  pour  expression 

V  =  tcJ       \Y*-y\)dx, 

Mais  l'ordonnée  jx  du  centre  de  gravité  de  la  surface  en 
question,  dont  nous  désignerons  Taire  par  A,  est  donnée 
par  l'équation 

donc 

V  =  2-j,  A, 

et,  par  conséquent,  le  volume  engendré  par  une  aire 
plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plaîi,  est 
égal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre  de  gravité. 

125.  La  surface  A,  engendrée  par  la  révolution  d'un 
arc  de  courbe  plane  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan ,  a  pour  expression 

«X 

A  =  2  77  /        y  fis. 


==  2  77  !        r< 


Mais  l'ordonnée  yt  du  centre  de  gravité  de  l'arc  s  est  don- 
née par  l'équation 

rx  ■ 

Sjrl==     I       y  Us.) 

donc 

A   =2  7TJ,  S, 

et,  par  conséquent,  l'aire  engendrée  par  un  arc  de  courbe 
plane  ,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan,  est 
égale  à  cet  arc  multiplié  par  la  circonférence  décrite  par 
son  centre  de  gravité.  Ces  deux  propositions  constituent  ce 
que  l'on  appelle  le  théorème  de  Guldin 
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Les  aires  ou  les  volumes  décrits  dans  une  partie  quelcon- 
que de  la  révolution  étant  proportionnels  à  l'angle  dont  la 
figure  a  tourné,  il  s'ensuit  que,  pour  en  avoir  la  mesure, 
il  faudra  prendre  l'arc  décrit  par  le  centre  de  gravité  au 
Jieu  delà  circonférence  entière. 

126.  Si  une  surface  plane  tourne  successivement  autour 
de  plusieurs  axes,  le  volume  engendré  s'obtiendra  en  mul- 
tipliant son  aire  par  la  somme  des  arcs  parcourus  par  son 
centre  de  gravité.  Cette  proposition,  étant  indépendante  de 
la  distance  des  axes  ,  a  lieu  encore  quand  ils  se  succèdent  à  des 
distances  infiniment  petites,  pourvu  qu'ils  soient  toujours 
dans  le  plan  de  la  surface  mobile;  et,  dans  ce  cas,  deux 
axes  consécutifs  peuvent  être  parallèles  ou  se  rencontrer. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  une  courbe  plane,  et  que  la 
surface  génératrice  se  meuve  de  manière  que  son  plan 
soit  toujours  normal  à  cette  courbe  et  soit  toujours  percé 
par  elle  au  même  point,  et  que  tous  les  points  n'aient  que 
des  mouvements  parallèles  au  plan  de  la  courbe  directrice, 
on  peut  regarder  un  pareil  mouvement  comme  produit  par 
le  développement  du  plan  de  l'aire  génératrice  qui  serait  en- 
roulé sur  le  cylindre  qui  aurait  pour  base  la  développée  de 
la  directrice:  il  est  la  limite  du  mouvement  qui  aurait  lieu 
autour  d'axes  perpendiculaires  au  plan  de  la  directrice  et 
qui  tendraient  indéfiniment  vers  les  arêtes  du  cylindre  en 
question. 

Si,  pour  plus  de  généralité,  on  considère  une  courbe  à 
double  courbure  décrite  par  un  point  constant  du  plan  de 
la  surface  génératrice,  auquel  elle  soit  encore  constamment 
normale,  et  que  l'on  prenne  pour  axes  successifs  les  per- 
pendiculaires aux  plans  osculatcurs  menées  par  les  centres 
de  courbure  de  la  directrice,  on  pourra  encore  appliquer 
la  même  proposition-,  car,  quoique  ces  axes  successifs  ne 
se  coupent  réellement  pas,  on  peut,  en  ne  considérant  que 
les  limites,  négliger  l'erreur  qui  en  résulterait,  parce  qui 
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leur  distance  est  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre 
supérieur  au  premier. 

On  peut  se  représenter  ce  mouvement  en  supposant  que 
le  plan  de  la  surface  génératrice  soit  enroulé  sur  la  surface 
polaire  de  la  directrice,  qui  est  le  lieu  des  axes  autour  des- 
quels s'exécutent  les  mouvements  successifs.  Si  l'on  déroule 
ensuite  ce  plan  sans  glissement,  il  sera  constamment  nor- 
mal à  la  directrice  ,  et  sera  toujours  rencontré  par  elle  au 
même  point.  Par  cette  suite  de  rotations  infiniment  petites  , 
ia  surface  donnée  engendrera  un  volume  égal  au  produit  de 
son  aire  par  la  courbe  décrite  par  son  centre  de  gravité. 
Pour  que  ce  théorème  ne  subisse  aucune  modification,  il 
faut  supposer  que  la  surface  génératrice  ne  vienne  jamais 
couper  les  axes  de  rotation  successifs. 

Volume  du  cylindre  tronqué. 

1*27.  Le  volume  d  un  cylindre  tronqué  dont  la  base  est 
sur  le  plan  XY  et  les  arêtes  perpendiculaires  à  ce  plan  est 
exprimé  par  Y  =  ffzdxdy,  z  étant  l'ordonnée  du  plan, 
et  les  limites  des  intégrales  étant  déterminées  par  le  contour 
de  la  base  qui  peut  être  composé  de  lignes  droites  ou  courbes. 
Mais  si  Ton  appelle  o  l'angle  des  plans  des  deux  bases,  les 

éléments  de  l'aire  de  la  base  supérieure  sont  — :  cette 

L  COS  <f 

aire  totale  sera 5  en  désignant  par  A  la  base  inférieure, 

cos  ©  01 

et  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  la  base  supérieure 

sera  donnée  par  l'équation 

r rzdxdy  rr  ,  , 

z,  =    I     I    —5      OU      As,  =    !     !    zdxdy. 


cos  9 
Donc  \   =  A;,.  Le  volume  esl  donc  égal  à  sa  base  multi- 
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piiée  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité 
de  la  base  supérieure  sur  le  plan  de  la  base  inférieure. 

Remarquons  maintenant  que  les  centres  de  gravité  des 
deux  bases  sont  sur  une  même  parallèle  aux  arêtes.  Car,  si 
l'on  prend  les  momentsdes  éléments  correspondants  dxcljet 

(IX  ci  Y 

par  rapport  à  un  même  plan  quelconque  parallèle  aux 

arêtes,  ils  seront  dans  le  rapport  de  eos  cp  :  \\  donc  ils 
seront  nuls  en  même  temps,  et  par  conséquent  tout  plan, 
parallèle  aux  arêtes,  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
d'une  des  bases  passe  par  le  centre  de  gravité  de  l'autre. 
Ces  deux  centres  sont  donc  sur  une  même  parallèle  aux 
arêtes.  Ainsi,  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections 
planes  que  l'on  peut  faire  dans  un  cylindre  indéfini  sont 
sur  une  même  droite  parallèle  aux  arêtes;  et,  par  consé- 
quent ,  toutes  les  sections  du  cylindre ,  menées  par  un  même 
point  de  cette  droite,  ont  ce  point  même  pour  centre  com- 
mun de  gravité. 

Si  l'on  suppose  maintenant  un  cylindre  tronqué  dont  les 
arêtes  soient  obliques  sur  les  deux  bases,  on  peut  le  regar- 
der comme  la  différence  de  deux  autres  qui  auraient  pour 
base  la  section  orthogonale  5  la  différence  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  centres  de  gravité  des  deux  bases  sur  le 
plan  de  cette  section  sera  la  droite  qui  joindra  ces  deux 
points.  D'où  résulte  ce  théorème  : 

Le  'volume  d'un  cylindre  tronqué  quelconque  est  égalait 
produit  de  la  section  orthogonale  par  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  gravité  de  ses  deux  bases. 

On  peut  encore  énoncer  cette  proposition  d'une  autre 
manière,  en  observant  que  le  rapport  de  la  section  ortho- 
gonale à  l'une  des  bases  est  le  cosinus  de  l'angle  de  leurs 
plans  ou  le  sinus  de  l'angle  des  arêtes  avec  cette  base,  et 
que  .  par  conséquent,  il  est  égal  au  rapport  de  la  perpendi- 
culaire à  cette  base,  abaissée  du  centre  de  gravitéde  l'autre, 
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à  la  droite  qui  joint  les  deux  centres.  On  aura  ainsi  cet  autre 
énoncé  : 

Le  'volume  d'un  cylindre  tronqué  est  égal  au  produit 
d'une  des  bases  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  gravité  de  l'autre  sur  le  plan  de  la  première. 

Application  des  formules  précédentes. 

128.  Arc  de  cercle.  —  Soient  R  (fig.  3s)  le  rayon  AB 
de  l'arc  MN,  B  le  milieu  de  cet  arc  5  posons 

MN  =  c,      MBN  =  /. 

La  symétrie  de  l'arc  par  rapport  à  l'axe  des  x  montre  que 
son  centre  de  gravité  est  sur  cet  axe  5  on  a  donc  yt  =  O]  et 
xt  sera  donné  par  l'équation  suivante  : 

te|  =  fxds  =  Rfds  cos  —  =  R2 sin  -•  +  C  =  Rê< 

Ainsi  on  a  la   proportion 

/  :  c  ;  :  R  :  x,. 

129.  Arc  de  cycloïde.  —  L  équation  différentielle  de  la 
cycloïde  rapportée  à  son  sommet  est 

dx         V   2  a  —  y 
et  donne 

/ —    (Iy 
ds  =  y  2  a  .  —  • 

\y 

On  aura  donc,  en  faisant  commencer  l'arc  au  sommet, 

s  —  i  s/ 2a y, 

v,-,  =  /  yds  =  SJ2a  I  y1  dy  =  -\—  ?  \ 
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i Çxdy  t.  j 

sr,  =  y2/z   I    ~  =  2y2rt(^j:  — Jy2 dx) 

j_  

—  i\jla  \xy"'  — J  dy  \jia  —  y) 

=  2  v'2«  l^ry2  -f-f(2ûf  —  y)*  J  H- G; 
et  comme  .^.r,  doit  être  nul,  pour  y  =  o,  on  aura 

d'où 

Y  2  (  2«  — yY  Sa2 


3  3  \/  3  y  2(7/ 

130.     Arc  de  parabole.  —  Soient 

y-  =  ipx  ,     ydy  ==  /?<7.r  , 
on  aura 


en  supposant  que  lare  commence  au  sommet,  et,  par  con- 
séquent .  devienne  nul  pour  y  =  05  on  trouvera  ensuite 


;,  =  -  j'xdy  sjy^+p2  =Jxt  dx  i/x  -+-*-  =  f dx  Wx2 


px 

2+  — 
2 


2  32 


On  connaîtra  donc  ainsi  Xi  et  yti 

131 .  Aire  du  triangle.  —  On  prendra  1  origine  à  l'un  des 
sommets,  et  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  la  hase.   Les 
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droites  dont  les  deux  autres  eûtes   l'ont  partie  auront  des 
équations  de  la  forme 


y  =  mx ,      y  =  m  x. 


Soient  a  la  base  et  h  la  hauteur,   l'aire  du  triangle  sera 


,      ,      ,   ah  ,, 

égale  a  — >  et  1  on  aura  ensuite 
2 


ci  h  x3 

—  x,  =  (  m'  —  m  )  J x2  dx  —  (  m'  —  m  )  —  , 

ah  .  .     ,  .    „  (m'2  —  m-) 

—  yx—\  (///•'  _  m-)  fx2dx  =  i i*3. 


Faisant  x  =  h  et  désignant  par  />  l'ordonnée  //  du 

milieu  de  la  base ,  il  vient 

*,  =  — ,      r,  =  ^,      ^=y-- 
3  3  j:,        A 

La  dernière  équation  montre  que  le  centre  de  gravité  se 
trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la 
base;  et  la  première  indique  qu'il  est  situé  aux  deux  tiers 
de  cette  ligne  à  partir  du  sommet,  ou  au  tiers  à  partir  de 
la  base. 

132.  Aire  du  cercle.  —  Soit  y-  =  R2 —  x2  l'équation  du 
cercle,  et  cherchons  le  centre  de  gravité  de  l'aire  comprise 
entre  deux  parallèles  à  l'axe  des  y,  correspondantes  aux 
abscisses  x0 ,  x.  Nous  aurons,  en  désignant  les  aires  par  la 
lettre  A , 


•supposant  x  =  R ,  il  vient 
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ei 

X 


A  =  R'  arc  cos  -1-  —  x„  \/R2  —  x\ 
R 


Si ,  tic  plus ,  x0  =  o,  on  aura 

jtR1  _4R 

2  '  37T 

Si,  au  lieu  d'un  segment,  on  considère  un  secteur,  la 
question  se  ramène  de  suite  à  trouver  le  centre  de  gravité 
d'un  arc  de  cercle.  En  effet,  le  secteur  peut  être  considère 
comme  la  limite  d'une  infinité  de  triangles  égaux  ayant  leur 
sommet  commun  au  centre.  Les  centres  de  gravité  de  ces  élé- 
ments sont  équidistants  et  situés  sur  un  arc  de  cercle  com- 
pris entre  les  mêmes  rayons  que  le  premier,  et  décrit  du 

même  centre  avec  un  rayon  égal  à  -»-•  Le  centre  de  gravité 

du  secteur  sera  donc  le  même  que  celui  de  cet  arc. 

133.  Aire  de  la  parabole.  — Soitj A  =  ipx,  on  aura  , 
en  considérant  l'aire  comprise  entre  Taxe  des  x ,  l'ordonner 
et  l'arc  partant  du  sommet, 


A  = 


d'où 


— ■= — x2  i     A.r,  =r  f  xydx  =  \jip  J  x1  dx  =  — ■= — xJ  : 


px- 
A.ïi=tJ  J7dx  —  pJ  xdx—  —  ; 


=  îx,     fl-_=,^  =  ,r. 


434.   Aire  de  la  cycloïde.  —  L'équation  de  la  cycloïd* 
rapportée  «à  son  sommet  est 

/ a — y 

x  =  \]7.  ay  —  y-  -f-  a  arc  cos ■> 
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d'où 


dx  /t.  a 


—  y 


En  considérant  l'aire  comprise  entre  l'arc,  l'ordonnée  et 
la  tangente  au  sommet,  qui  est  Taxe  des  X,  on  aura 


[y  —  a)  y  2  ay  — y*       a2  a  — y 


A  =  fdy  Ji  ay  —  v2  =  - : 1 arc  cos 

J     J    Y       J        J  2  2  a 

On  aura  ensuite 


A.r,  =  J  xdy  y  2  ay  —  y 


a  —  y 


=  J  dy  {iay  —  y7)  +  a  J  arc  cos —  dy  y  2  ay  —  y-  • 

La  première  intégrale  est  égale  à  ay- — — •   Quant   à    la 
seconde,  nous  aurons  ,  en  intégrant  par  parties, 

r  a~y   j     I : 

J  arc  cos dy  \Jo.ay  —  > 

=  arc  cos  ^-Jdy  vW-J2  -  j  ^— — -,.  fdy  \jiay-y2  J 

a  —  Y  I  (  y — a)\h.ar — y2       à1  a — y] 

=  arc  cos 1 arc  cos 

a  2  2  a      J 

_  f[^-«)^  +  garcws*^      4r      1 

J    l  2  2  a       \jiay—y2} 

[y  —  a)\l*<*y—y2  a— y  ,  a2/  «  — J 

=  — —  arc  cos 1 arc  cos - 

2  a  2    \  a 

y2       ay       a2  I               a  —  r\ 
—  JT  +  -i.  — —     arc  cos J-       \-  C 

4       2       4  \  rt 

(y  —  a  )  v/ 2  ay  —  y2  a  —  r 


arc  cos 


A  2         v2 


,«  «—  yy    y   ,«y  ,  r 

-+-  7-  (  arc  cos —  -j-  -f h  C 

4   V  «      /        4  2 


PREMIERE     INNÉE.     —    STATIQUE.  I  ?Û 

Substituant  cette  expression  dans  la  valeur  de  Ax,,  nous 


aurons 


a  r  —  ay  a.  3  «v      j3  _i_  «Çr— «h^r  —  J2  «  —  y 

A  x,  — f-  T  ay-  —  - — | '- arc  cos 

j  2  a 


a*  / 

TV 


y 


La  constante  arbitraire  est  nulle,  en  considérant  comme 
égal  ta  zéro  l'arc  dont  le  cosinus  est  1 . 

La  valeur  àejt  sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 

AjT,  =  kjydy  \jo.ay  —  y'  =  \f{y  —  a  -ha)dy  y/zay—y* 

=  —  7(207— y-  2-+--^ ii — i — i_+     arccos -• 

4  4  « 

OTt  et  jt  sont  donc  déterminés. 

On  aurait  à  effectuer  des  intégrations  du  même  génie, 
si  Ton  considérait  un  segment  placé  différemment  par 
rapport  à  la  cycloïde. 

135.  Surfaces  de  révolution.  —  Soit  d'abord  la  surface 
sphériquc  engendrée  par  le  cercle  dont  l'équation  est 

on  aura  entre  les  limites  x0  et  x , 

A  =  2  tt  j yds  =  2  ttR  /*  dx  =  2  rc  R  (  .r  —  .r0) , 
Aa-,  =  27T  f  xyds  =  2tt  f  xRdx  =  7rR(x'  —  a:2,  ); 

d'où 


136.  Considérons  maintenant  la  surface  engendrée  par 
un  arc  de  la  parabole  ayant  pour  équation 

y'=lpx, 
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tournant  autour  de  l'axe  des  x.  On  aura 

ydy  —  pdx ,      ds  = j 

Si  l'aire  commence  à  partir  du  sommet  de  la  parabole,  on 
aura 

c  =  —  27:p7 ,    C  =  2 ff^a 


i5 

137.  Considérons  encore  la  surface  de  révolution  engen- 
drée par  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  tangente  au  som- 
met 5  son  aire  aura  pour  expression 

A  —  = 

O 

L'abscisse  de  son  centre  de  gravité  sera  donnée  par  l'équa- 
tion 

Axt  =  2  7r  J xyds  =  2  t.  \f%a  f  xy2  dy 

=  2ns/2a\lxy2  —\Jy2dx); 
mais 

£  , 1  i. 

Jy-ldx  =  Jydy\lia—  f  =  —  \y{ia  —  y)2  —  -^{la— y)2  +  C; 

donc 

Axt  =  i  T-xys/Tây-h  -^  sfïii  (3  7  -h  4  a)  (aa  —  y  )2  ■+■  G. 
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Si  l'aire  commence  au  sommet,  on  a 


xt  est  donc  déterminé. 

Si  l'on  fait  y  =  i  a  ,  on  trouve 

l6  77  (7                                              8  a 
A  7= ,  X,7=77rt =-• 

ù  i5 


Exemples  relatifs  aux  volumes. 

138.  Pyramide  triangulaire.  —  Prenons  l'origine  au 
sommet  de  la  pyramide,  et  Taxe  des  x  perpendiculaire  à 
la  base.  Soient  b  l'aire  de  cette  base,  et  h  la  hauteur  de  la 
pyramide-,  on  aura 

b    rh     ,      bh     „       b    rh  ,  ,      bh* 

V  =  -    I      xidx=z-—-)       Vit,  =  —     I      ardjc^z  — — , 


(I  ou 


.3  A 

.,,  =  T 

D'ailleurs  les  centres  de  gravité  des  sections  parallèles  à  la 
base  sont  en  ligne  droite,  et,  par  suite,  celui  de  la  pyra- 
mide est  sur  cette  même  droite,  qui  joint  le  sommet  au 
centre  de  gravité  de  la  base.  La  valeur  de  Xx  montre  qu'il  se 
trouve  aux  trois  quarts  de  cette  ligne  à  partir  du  sommet*,  et 
comme  on  a  choisi  une  base  quelconque,  le  centre  de  gra- 
vité d'une  pyramide  triangulaire  est  le  point  de  rencontre  de 
toutes  les  lignes  qui  joignent  un  sommet  au  centre  de  gravité 
de  la  base  opposée. 

139.  Cône  à  base  quelconque.  —  Si  l'on  considère  d'a- 
bord une  pyramide  polygonale  ,  on  peut  la  partager  en 
pyramides  triangulaires,  et  l'on  reconnaît  sans  peine  que 
son  centre  de  gravité  est  sur  la  ligne  droite  qui  renferme 
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ceux  des  sections  parallèles  à  la  base ,  et  qu  il  se  trouve  aux 
trois  quarts  de  cette  ligue  à  partir  du  sommet.  Cette  pro- 
position étant  indépendante  du  nombre  des  côtés  delà  base 
s'applique  à  un  cône  dont  la  base  est  une  courbe  plane 
quelconque. 

140.    Paraboloïde.  —  Soient 

y-  =  ipx  ,      z-  z=  2  qx , 

les  équations  des  deux  paraboles  principales,  et  considé- 
rons le  segment  déterminé  par  un  plan  perpendiculaire  à 
Taxe  principal.  Son  centre  de  gravité  sera  sur  cet  axe,  et  il 
suffit  de  trouver  son  abscisse. 
Or,  on  aura 

V  =  i  ~  \jpq    !        xdx  =  t.  sjpq  •  x'1, 
Jo 

Vx,  =  2  7r  \Jpq    I       x-dx  =  - — ^-^  x\ 
i/o  "J 


d'où 


x,  —  -  x. 


141.   Ellipsoïde.  —  Soit  l'équation 


t  hc                                                   ™  oc 
V  = fia'1  —  x-)dx,      Vx,  = f(a2  —  x-)xdx; 


d  OÙ 

f(a-  —  x7)  xdx 
f  {a1  —  x-)  dx 


x 


Xx  est  donc  indépendant  des  axes  b,  c.  Si  l'on  fait  com- 
mencer le  segment  à  partir  du  centre,  on  aura 


6«2 

x 


l\X' 
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si  l'on  fait  x  =  a ,  il  vient 


■r,  =  f  a. 


142.  Secteur  splicrique.  —  Les  formules  que  nous  avons 
données  en  coordonnées  polaires  s'appliquent  avec  avan- 
tage au  volume  engendré  par  un  secteur  circulaire  tournant 
autour  d'un  axe,  que  nous  choisirons  pour  axe  des  z.  On 
suppose  que  le  poids  spécifique  p  dépend  du  rayon  vecteur  p 
et  nullement  des  angles  0  et  ^  :  si  les  limites  du  premier  de 
ces  angles  sont  0O  et  0,  celles  du  second  o  et  2  7r,  et  celles 
du  rayon  ,  R0  et  R ,  on  trouvera 

P  =  27T  (  cos  0O  —  COS  0  )    |        p  p'  dp  , 

Pz,  =  7î  (sin-  0  —  sin-'  0„)  I      P(jidp- 

On  ne  peut  effectuer  les  intégrations  que  quand  on  con- 
naît la  fonction  p.  Dans  le  cas  où  p  est  constant,  on  a 


P 

= 

iTzp  (cOS0o 

„NR3 

—  COS0)  — 

3 

^ 

Pz, 

= 

tt/>  (sin3  0  - 

-sin20o)  — 

-1 

r: 

3    cos  0  + 

eos0o)(R4- 

-  R 

î) 

d'où 


Si  l\„  —  o  et  0O  =  o,  on  trouve 


3R, 

ar,=  -7j-(i  H-  cos  0j. 
o 


Équilibre  d'un  fil  pesant. 


Chaînette.  —  On  appelle  ainsi  la  courbe  formée  par  un 
fil  flexible  dont  deux  points  sont  fixes,  et  qui  est  soumise  à 
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l'action  seule  de  la  pesanteur.  Toutes  les  forces  étant  pa- 
rallèles, la  courbe  sera  comprise  dans  le  plan  vertical  pas- 
sant par  les  deux  points  fixes  B  et  B'.  Nous  prendrons  dans 
ce  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires, dont  l'un 
AY  vertical  et  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Nous  sup- 
poserons le  fil  homogène ,  et  nous  représenterons  par  z  son 
poids  pour  l'unité  de  longueur;  d  où  il  suit  que  es  sera  le 
poids  d'un  arc  de  longueur  s,  et  que  Ton  aura 

X  =  o,     Y  =  —  s. 

Cela  posé,  les  équations  générales  se  réduiront  à 

"(4;)=°;  '-(4)-*=-. 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

i)  T  —  =  c,      T^-  =  ss-hcc',       -f  —  -s  +  c'. 

as  ds  dx        c 

La  première  de  ces  équations  montre  que  la  composante 
horizontale  de  la  tension  est  la  même  en  tous  les  points. 
En  différentiant  la  dernière,  on  trouve 


*3L  =  lJ~. 

dx7        c  V 


dy- 
dx' 


en  posant 


dp 

ày_ 

d.r 


dx        c 


=  p. 


On  obtient,  en  intégrant  cette  équation 


l.\p  -I-  \  i  -+-/' '  )  —  L  x  +  a, 
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d'où 


c 
e 


4-  \/i  H-/>2  = 

rmlarant  nar 

dx 


Résolvant  par  rapport  à  p  et  le  remplaçant  par  -j-  •>  il  vient 


^=ll 

f    S.X                                    £X 

e             —  e 

dx         2 

V 

et  la  troisième  des  équations  (i)  donne,  par  suite , 


IX 

t  c 


dy 
en  intégrant  —  j  on  obtient 


(»)  r=f,V 


Cj  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Les  quatre  con- 
stantes c,  c',  ct,  oc  se  détermineront  en  exprimant  que  la 
courbe  passe  par  les  deux  points  donnés ,  et  a  une  longueur 
donnée,  et  que,  de  plus ,  les  arcs  s  se  comptent  à  partir  du 
point  B'  par  exemple. 

Nous  prendrons,  pour  plus  de  simplicité,  l'origine  des 
coordonnées  en  B',  et  nous  désignerons  par  a  et  h  les  coor- 
données de  B,  et  par  l  la  longueur  totale  du  fil  donné. 

Faisant  successivement  x  =  o,jy"  =  o?  puis  x  =  a,  x  =  b 
dans  l'équation  de  la  courbe,  on  obtient 

d'où 

/   a  i  a  e 

<3>      i-  '  i^+'+r-""-,.-,- 
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L'équation  qui  exprime  que  s  est  nul  pour  x  =  o  est 


e  —  e        —  ic 


et  pour  que  s  soit  égal  à  /  pour  x  =  a ,  il  faudra  qu'on  ait 


a  e 


l~  —  \  e1-  -  e 

2£ 


ou,  en  substituant  la  valeur  de  c'  tirée  de  l'équation  précé- 
dente, 


w      ,=^,«.     _. 


2  E 


1  s 


ajoutant  et  retranchant  les  équations  (3)  et  (4) ,  il  vient 


a  •: 


l+b=-\ec  —  e*     ,  l—b 


OU 


éliminant  a  entre  ces  deux  équations,  en  les  multipliant 
membre  à  membre,  on  obtiendra,  en  prenant  les  racines 
carrées, 


isjï—b1 


a  ■  a  e 

ï  c  le 


c  \  e"   —  e 


az 
ou ,  en  posant  —  =  z , 


,z        ..—  z 


sfF—ïï 


La  valeur  de  z  peut  se  déterminer  par  1  intersection  de 
la  courbe  y  =  es  —  e~z  avec  une  droite  ayant  pour  équa- 
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lion 

iz  \Jp  —  b- 

y    — 

a 

On  peut  encore  résoudre  l'équation  en  z  par  la  méthode 
ordinaire  des  substitutions  successives.  Connaissant  z  et 
par  suite  c ,  on  connaîtra  a  au  moyen  d'une  quelconque  de 
deux  équations  qui  viennent  d'être  multipliées  entre  elles, 
ou  mieux  encore,  au  moyen  de  l'équation  que  Ion  obtient 
en  les  divisant.  Cette  équation  donne,  en  prenant  les  loga- 
rithmes de  ses  deux  membres , 

/  -f-  b  as 

1. =27.  H 

/  —  b  c 

Connaissant  a,  l'équation  eK — e"_a=2c*'  donnera  c' \  ri 
enfin  c,  sera  connu  par  l'équation 


hif^  *) 


e"-+e     '-)-w,=zo. 


143.  Les  constantes  étant  déterminées,  il  est  facile  de 
connaître  les  coordonnées  du  point  le  plus  bas.  En  effet, 
pour  ce  point  on  a 


d'où 


dy  ix  sx 

—  =  o ,      ou 1-  a  =z y. . 

dx  c  c 


z  x                                                   c  a 
1-  «  =  o ,      et     x  = 


Si  l'on  prend  pour  axe  des  y  la  verticale  qui  passe  par 
ce  point,  il  suffira  de  changer  x  en  x •>  et  l'équa- 
tion (2)  deviendra 


;  J 


r  =  -\e*  +  e       /  +  '■• 
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Le  second  membre  ne  changeant  pas,  quelque  signe  que 
Ion  donne  à  x,  il  s'ensuit  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  ta  l'axe  des  y,  c'est-à-dire  à  la  verticale  qui  passe 
par  le  point  le  plus  bas. 

Si  l'on  change  y  en  y  -f-  c1 ,  c'est-à-dire  si  l'on  prend 
pour  origine  le  point  de  cette  verticale  qui  est  au-dessous  du 

point  B'  de  la  quantité  —  cx ,  et  que  l'on  pose  -  =  m ,  l'équa- 

£ 

lion  de  la  courbe  prend  la  forme  plus  simple, 


(5)  r  =  =  i 


Si  les  deux  points  B',  B  sont  à  la  môme  hauteur,  on  a 

b  =  o, 


et,  par  suite, 


a 

2H =  o; 

m 


1  abscisse  — ma.  du  point  le  plus  bas  est  donc  égale  à  -  ■> 
comme  cela  était  évident  à  priori.  L'équation  qui  déter- 
mine z  devient  —  =  —  ,  et  celle  de  la  courbe  ne  dif- 

2  a 

fère  pas  de  l'équation  (5).  La  valeur  de  a.  étant ■>  est 

*  v    '  2  m 

-     i    «  i  /        e* — é~a  ,     ,    ,  — zl 

égale  a  —  z  :  et  la  constante  c  = sera  eeale  a 

2  °  a 

144.  La  chaînette  jouit  de  la  propriété  remarquable,  que 
son  centre  de  gravité  est  situé  plus  bas  que  pour  toute  autre 
courbe  isopérimètre,  ayant  les  mêmes  extrémités. 

En  effet,  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  du  périmètre  de 
!  une  quelconque  de  ces  courbes  est 


\S,d*sJ 


dr7 
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ei  l'on  doit  avoir 


fd*y*  +  %-- 


dxr 


les  limites  de  ces  intégrales  étant  les  abscisses  des  deux 
points  de  suspension.  Or,  la  recherche  du  minimum  de  la 
première  intégrale,  en  ayant  égard  à  la  condition  exprimée 
par  cette  équation,  conduit  à  l'équation  d'une  chaînette, 
comme  on  la  vu  dans  le  calcul  des  variations. 

1  45.  Nous  allons  démontrer  maintenant  quelques  pro- 
priétés géométriques  de  la  chaînette.  L'équation 


m 


donne  les  suivantes  : 
dx 


'^=ëhr%  v^+£=*(^-"s) 


d'où  l'on  conclut 


Soient  R  le  rayon  de  courbure  .  IN  la  longueur  de  la  nor- 
male, (à  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  L'horizontale;  on 
aura 

m  y-  ,  y'1 

Y  = >       R  =  —  =  m  sec-  w ,      N  =  —  =  R. 

cos  w  m  m 

On  i  rouvera  encore 

/  (7>  </•  >" 

A  =  dx  \/  i  -\ — —  —  m  — —  (l.i  . 
V  dx  dx 
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<1  OU 

dy 

s  =  m  -— , 

(IX 

on  prenant  le  point  le* plus  bas  pour  origine  des  arcs.  On 
déduit  de  là 

s*  il  v-  y- 

m1  (ix-  m- 

donc 

s2=y2  —  m7, 

ffi  étant  l'ordonnée  à  l'origine. 

On  obtient  encore  facilement  les  formules  suivantes  : 


d'où  l'on  tire  x  en  fonction  de  y  et  s ,  et  par  suite  en  fonc- 
tion de  s,  puisqu'on  a 

y  ■=  sjs2  4-  m1- 

Si  du  pied  P  (Jig.  33)  de  l'ordonnée  d'un  point  quel- 
conque M,  on  abaisse  sur  la  tangente  MQ  une  perpendicu- 
laire PQ,  on  aura 

PQ  =  y  cos  w  =  m  ; 
donc 

MQ  =  \Jy2  —  m-  =  s. 

Ainsi  le  point  Q  appartient  à  la  développante  de  la  chai- 
nette;  QP  est  la  tangente  à  cette  courbe,  et  comme  sa 
longueur  est  m  et  par  conséquent  constante,  cette  déve- 
loppante n'est  autre  chose  que  la  courbe  appelée  tractrice. 
Pour  avoir  son  équation  ,  il  suffirait  donc  d'exprimer  cette 
dernière  condition  ,  qui  conduit  entre  les  coordonnées  m,  \> -, 
à  l'équation 


du  fin- 
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On  y  parviendrait  encore  par  les  formules  qui  déterminent 
les  coordonnées  du  point  Q  de  la  développante  d'une  courbe 
quelconque,  en  exprimant  que  MQ  =  5  ;  ces  formules ,  qu'on 
obtient  immédiatement,  sont 

dx  dy 

u  =  x  —  s  —,      v  =  y  —  s  — — 
as  as 

En  éliminant  .r,  y,  s  au  moyen  des  équations  relatives  à 

la  ebainette ,  et  qui  donneront  d'abord  x  et  y  en  fonction 

de  s,  on  trouvera  l'équation  finie  de  la  tractrice.  On  la 

trouvera  aussi  en  intégrant  l'équation  précédente,  et  l'on 

obtiendra 

m'  1 

y  =  — 5       x  =  u  -f-  \Jm2  —  v- , 


—  y  m-  —  c-  -+-  m]  A 


-h  \l'i 


m  -+-  v  m 


v 


Il  ne  faut  pas  ajouter  de  constante,  parce  qu'on  doit  avoir  à 
la  fois  u  =  o  ,  v  =  m.  Cette  courbe  est  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  des  y  qu'elle  touche  en  B  (fîg.  34) ,  et  a  pour 
asymptote  l'axe  des  x. 

En  remplaçant  u  et  v  par  x ,  y,  on  a  pour  équation  dif- 
férentielle de  la  tractrice, 


d'où 


et 


dx 

\Jm-  — 

■r 

dy 

y 

ydx  =  - 
r 

-  dy  s/ m* 

— r*t 

j      ydx=z—     j      dySlnû—y 
Jo  Jin 


Donc  ,  si  l'on  décrit  de  A  comme  centre  avec  m  pour  rayon, 
un  quart  de  cercle  ABC ,  les  aires  BliN  ,  BMPA  seront  équi- 
valentes; et  L'aire  entière  comprise  entre  la  courbe  et  les 
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axes  sera  égale  au  quart  de  cercle,  ou  à  ^—j~-  Si  l'on  cherche 

la  valeur  du  rayon  de  courbure  OM  =  R  et  de  la  normale 
MU  =  N,  on  trouve 


R  =  m\/p-ï>    N 


d'où 

R.N  —  m% 


V-7 


et ,  par  conséquent ,  O  est  sur  la  perpendiculaire  à  AX  élevée 
par  le  pied  T  de  la  tangente. 

Autre  hypothèse  sur  la  force. 

1  46.  Examinons  maintenant  la  courbe  que  formerait  le 
lil  si  la  force  verticale  était  proportionnelle  à  la  projection 
horizontale  de  lare,  et  non  à  l'arc  lui  même.  Ce  cas  est,  à 
peu  de  chose  près  ,  celui  des  ponts  suspendus. 

Soit  e  la  force  rapportée  à  une  projection  horizontale  égale 
à  l'unité  5  Y  ds  étant  la  composante  verticale  de  la  force 
appliquée  à  Tare  ds  dont  la  projection  est  dx,  on  aura 

Y  ds  =  —  z  dx  ; 
et  comme  X=  o,  les  équations  d'équilibre  seront 


d'où 


*£)=••  '■(*£' 


!  — =  c,      T  —  =  ex  +  cc,      —  =  -x-\-c, 
as  as  dx        c 


c  et  c'  étant  deux  constantes  arbitraires. 

La  première  de  ces  équations  montre  encore  que  la  com- 
posante horizontale  de  la  tension  est  constante. 
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Intégrant  la  dernière,  et  prenant  pour  origine  1  un  des 
points  fixes ,  on  aura 

Y  ■==.  —  x2  -+-  c'  x. 
J  1C 

La  courbe  formée  par  le  fil  est  donc  une  parabole  dont 
l'axe  est  vertical.  Les  constantes  c  ,  c'  se  détermineront  en 
exprimant  que  la  courbe  passe  par  le  second  point ,  et  que  sa 
longueur  est  égale  à  une  ligne  donnée. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  deux  points  donnés  soien  t 
sur  une  même  horizontale;  soient  ia  leur  distance,  et  l  la 
longueur  de  la  courbe. 

L'équation  de  la  courbe  sera  satisfaite  par  j=o,  x=2a, 
ce  qui  donne 

sa         ,  ,,   ,        .  sa 

h  c  =  o ,     d  ou     c  = , 

c  c 


nt,  en  substituant , 


ic 
et  changeant  x —  a  en  x, 


y  ■=■  —  (x-  —  2  ax ) , 


2C 

d'où 


y=—{x2  —  a-1), 


1=2-    j      dx  Kl-,  -h  X* 

I  a2!2        c.  ,    /  e  a  j         Va'  \ 

Cette  équation  déterminera  c,  et,  par  suite,  c' \  elle  se  ré- 
soudra par  approximation ,  et  le  calcul  sera  très-simple  dans 
le  cas  où  la  flèche  de  lare  compris  entre  les  deux  points 
fixes  sera  très-petite  par  rapport  à  la  corde  la.  En  effel 
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—  sera  très-petit,  et  Ton  pourra  développer  en  séries  très- 
c 

convergentes  les  différentes  parties  du  second  membre  de 
l'équation.  On  aura  ainsi 


/  a-  s- 

(as.  I         e-  a2\ 


a-  •- 

2CJ 


c      i  a  z  l  s-  cr  \  .    a^  v 

c- 


/  =  2  a  -+-  i  — —  :      d  ou      c  = 


a  \a 


v(3/—  2") 

147.  Dans  les  ponts  suspendus,  les  forces  ne  sont  pas  répar- 
ties sur  toute  l'étendue  de  la  chaîne ,  mais  sont  appliquées  à 
un  nombre  limité  de  points  dont  les  projections  horizontales 
sont  équidistantes.  On  a  alors  un  polygone  dont  les  sommets 
jouissent  de  la  propriété  remarquable  d'être  situés  sur  une 
même  parabole.  En  effet ,  désignons  par  a  l'inclinaison  d'un 
côté  quelconque  sur  le  plan  horizontal ,  par  m  la  tension 
horizontale;  supposons  qu'il  y  ait  un  côté  horizontal,  et 
prenons  son  milieu  pour  l'origine  des  coordonnées ,  et  soit 
Ay  la  différence  des  ordonnées  de  deux  sommets  consécu- 
tifs correspondante  à  la  différence  constante  Ax  de  leurs 
abscisses;  nous  aurons 

/  Ax 

S   [x  H 

\  2     /  Al 

tanft  a  =  — i '-    et  tanii  «  =  — ^. 

b  a  s  A.r 

d'où 

Aj  =  -  (x  -f-  \  A.r)A.r, 

et,  par  suite  . 

y  = H  c- 

2  a 
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Or.  x  — -  —  donne  y  =  o:  donc 

7. 


Sa 
et,  par  conséquent, 

s  /      A.r5 
2«  \      4 

équation  dune  parabole  dont  le  sommet  est  sur  la  verticale 
menée  par  le  milieu  du  côté  horizontal ,  et  renferme  tous 
les  sommets  du  polygone  situés  de  part  et  d'autre  du  côté 
horizontal.  11  en  serait  de  même  s'il  n'y  avait  pas  de  côté 
horizontal. 

Autres  exemples  de  systèmes  flexibles  en  équilibre. 

148.  Cherchons  encore  la  courbe  formée  par  une  voile 
flexible,  soumise  à  l'action  du  vent.  Nous  supposerons  que 
cette  voile  soit  rectangulaire,  que  deux  côtés  opposés  soient 
fixes  et  perpendiculaires  à  la  direction  du  vent;  et  nous 
partirons  de  la  loi  suivante,  que  la  pression  d'un  fluide  en 
mouvement  sur  un  élément  fixe  dune  surface  est  propor- 
tionnelle à  l'étendue  de  sa  surface,  et  au  carré  de  la  vitesse 
du  fluide  estimée  dans  le  sens  de  la  normale  à  cet  élément. 

D'après  cela,  si  l'on  fait  une  section  dans  la  voile  par 
un  plan  perpendiculaire  aux  côtés  fixes ,  ou  aura  une  courbe 
dont  on  pourra  considérer  tous  les  éléments  comme  solli- 
cités par  des  forces  normales  proportionnelles  à  leurs  lon- 
gueurs et  aux  carrés  des  cosinus  des  angles  formés  par  la 
direction  du  vent  avec  la  normale  à  la  courbe.  Donc,  d'après 
les  propositions  démontrées  nos  86  et  145,  cette  courbe  sera 
une  chainette,  pour  laquelle  la  pesanteur  agirait  dans  le 
sens  même  du  vent. 

Si,  au  lieu  d'un  courant  d'air,  on  avait  un  gaz  en  équi- 

I.  I  o 
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libre,  la  pression  serait  normale,  et  égale  pour  des  éléments 
égaux.  Donc,  d'après  le  n°  86,  la  courbe  serait  alors  un 
arc  de  cercle. 

CHAPITRE  X. 

DE    LA    FORCE   DE    FROTTEMENT. 

149.  Dans  la  recherche  des  conditions  d'équilibre, 
nous  avons  toujours  supposé  que  les  courbes  ou  surfaces 
fixes  ne  pouvaient  donner  naissance  qu'à  des  forces  nor- 
males. Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  réalité  5  et  l'expé- 
rience prouve  que  la  résistance  d'une  surface  ou  d'une 
courbe  peut  détruire  non-seulement  des  forces  normales 
quelconques,  mais  encore  des  forces  tangentielles  com- 
prises entre  certaines  limites.  Ces  dernières  sont  d'autant 
moindres  que  les  surfaces  en  contact  sont  plus  polies ,  et 
l'on  peut  supposer  qu'elles  n'existeraient  pas  si  ces  surfaces 
étaient  entièrement  dépourvues  d'aspérités ,  comme  nous 
les  avons  supposées  dans  tout  ce  qui  précède. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  nous  nous  placions  se 
rapportent  donc  en  quelque  sorte  à  un  cas  limite  qui  ne  se 
rencontre  jamais  rigoureusement  dans  la  nature:  et  il  est 
nécessaire,  pour  les  applications  pratiques,  d'étudier  les 
modifications  qu'apporte  aux  conditions  d  équilibre  l'in- 
troduction de  ces  nouvelles  forces,  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  forces  àe  frottement. 

Les  lois  que  suivent  ces  forces  ne  peuvent  être  déduites 
que  de  l'expérience,  et  nous  allons  faire  connaître  les  ré- 
sultats généraux  auxquels  elle  a  conduit. 

Lorsqu'un  corps  en  contact  avec  un  plan  par  tous  les 
points  d'une  face  plane  est  pressé  contre  ce  plan  par 
une  certaine  force,  on  ne  peut  le  mettre  en  mouvement  par 
le  moyen  d'une  force  située  dans  le  plan,    que  lorsqu'elle 
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dépasse  une  certaine  limite.  Cette  limite,  qui  n'atteint  sa 
plus  grande  valeur  que  quand  le  contact  a  duré  un  certain 
temps ,  est  la  mesure  de  la  force  de  frottement  que  peut 
produire  la  pression  du  corps  contre  le  plan.  Mais  cette 
force  ne  se  développe  que  lorsque  l'on  sollicite  le  corps  par 
une  force  qui  a  une  composante  située  dans  le  plan  de 
contact,  et  elle  est  égale  et  opposée  à  cette  dernière,  tant 
que  le  corps  ne  se  met  pas  en  mouvement.  Elle  peut  donc 
varier  arbitrairement  quant  à  sa  direction  et  son  intensité; 
elle  n'est  assujettie  qu'à  être  située  dans  le  plan  de  contact, 
et  à  ne  pas  dépasser  la  limite  dont  il  a  été  question  tout  à 
l'heure  et  qui  doit  être  le  seul  objet  de  nos  recherches. 
Ajoutons  qu'elle  se  rapporte  au  cas  où  l'on  fait  prendre  à 
tous  les  points  du  corps  un  mouvement  parallèle  et  égal. 

Le  frottement  d'un  corps  peut  détruire  non-seulement 
une  force  unique,  mais  un  nombre  quelconque  de  forces 
réductibles  ou  non  à  une  seule;  les  forces  qu'il  représente 
sont  donc  dépendantes  de  celles  que  l'on  fait  agir  dans  le 
plan  de  contact. 

delà  posé,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  détermi- 
nation de  la  force  maximum  que  le  frottement  peut  dé- 
truire, et  que  nous  prendrons  pour  mesure  du  frottement 
lui-même. 

Or ,  l'expérience  a  démontré  que 

i°.  La  force  de  frottement  varie  proportionnellement 
à  la  pression,  toutes  les  autres  circonstances  restant  les 
mêmes; 

20.  Elle  ne  dépend  pas  de  l'étendue  de  la  surface  en  con- 
tact ,  pourvu  qu'elle  ne  renferme  pas  de  pointes  ou  d'arêtes , 
mais  seulement  de  la  nature  et  du  poli  des  deux  sur- 
faces ; 

3°.  Lorsque  l'un  de  ces  corps  glisse  sur  l'autre,  la  force 
du  frottement  est  indépendante  de  la  nature  du  mouve- 
ment; elle  est  déterminée  en  grandeur  par  la  pression  el 

IO. 
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la  nature  des  surfaces  ,  et  sa  direction  est ,  pour  chacun 
des  deux  corps,  en  sens  contraire  de  sa  vitesse  relative. 

On  conçoit  facilement  comment  les  deux  premières  lois 
ont  pu  être  reconnues.  Eu  posant  un  corps  sur  un  plan 
horizontal  et  le  tirant  par  un  cordon  horizontal  passant  sur 
une  poulie  de  renvoi,  et  à  l'extrémité  duquel  on  appliquait 
des  poids  connus,  on  a  pu  déterminer  avec  précision  le 
poids  le  plus  faible  qui  met  le  corps  en  mouvement,  et  qui 
mesurera  la  force  de  frottement.  En  chargeant  le  corps 
de  divers  poids ,  on  a  déterminé  les  nouvelles  valeurs  de 
ceux  qui  déterminent  le  mouvement,  et  l'on  a  reconnu  que 
leurs  rapports  à  ceux  qui  mesurent  la  pression  étaient  tou- 
jours les  mêmes. 

En  diminuant  la  surface  eu  contact ,  ou  en  posant  le  corps 
sur  les  différentes  faces  également  polies,  on  a  encore  re- 
connu que  le  rapport  du  frottement  ta  la  pression  était  le 
même.  Ces  expériences,  répétées  un  grand  nombre  de  fois, 
et  sur  des  corps  très-variés,  ont  toujours  conduit  aux  mêmes 
conséquences. 

Ce  rapport  du  frottement  à  la  pression,  qui  ne  varie 
qu'avec  la  nature  des  substances ,  est  désigné  sous  le  nom 
de  coefficient  du  frottement. 

Quant  à  la  troisième  loi  ,  elle  a  été  démontrée  par  des 
expériences  dont  l'interprétation  exige  quelques  notions  de 
dynamique.  Ces  détails  trouveront  mieux  leur  place  dans 
un  cours  de  machines  ,  et  nous  nous  bornerons  à  l'énoncé 
de  cette  loi. 

150.  Angle  du  frottement.  —  Si  un  corps  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanteur  repose  sur  un  plan  horizontal 
par  une  face  plane,  et  qu'on  fasse  tourner  ce  plan  autour 
d'une  droite  horizontale,  le  corps  commencera  à  glisser 
quand  l'inclinaison  du  plan  aura  atteint  une  certaine  va- 
leur, qu'il  est  facile  de  déterminer. 

Soient,  en  effet ,  P  le  poids  du  corps  et  a  l'inclinaison  du 
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plan  mobile  sur  le  plan  horizontal  5  la  pression  du  corps 
sur  le  plan  ou  la  composante  de  son  poids  perpendiculai- 
rement à  ce  plan  sera  P  cos  a  ;  et  la  composante  parallèle 
aura  pour  valeur  P  sin  a. 

Lorsque  l'inclinaison  variable  a  aura  atteint  la  valeur 
particulière  u.  pour  laquelle  le  corps  commence  à  glisser, 
la  force  de  frottement  sera  précisément  égale  à  la  composante 
parallèle  au  plan  incliné-,  et  si  L'on  désigne  parole  rap- 
port du  frottement  à  la  pression ,  on  aura 

A»  sin  p. 

/  = =r  tang  y.. 

p  cos  p. 

Ainsi  tous  les  corps  de  môme  nature  et  également  polis, 
et  généralement  tous  ceux  qui  auront  le  même  coefficient 
de  frottement  relativement  au  plan  mobile,  commen- 
ceront à  glisser  sous  un  même  angle  dont  la  tangente 
trigonométrique  est  égale  au  coefficient  du  frottement, 
et  que  l'on  désigne   sous  le  nom  à? angle  du  frottement. 

Cette  expérience  peut  aussi  servir  à  démontrer  les  deux 
premières  lois  du  frottement.  En  plaçant  sur  un  plan,  mobile 
autour  dune  horizontale,  un  corps  dont  les  différentes  faces 
planes  sont  également  polies,  on  reconnaît  qu'il  commence 
à  glisser  pour  une  même  inclinaison  du  plan,  quelle 
que  soit  l'aire  de  la  face  de  contact,  et  quel  que  soit  le  poids 
dont  on  surcharge  le  corps.  On  conclut  de  là  que,  lorsque 
la  nature  et  le  poli  des  surfaces  ne  changent  pas,  la 
force  de  frottement  est  proportionnelle  à  la  pression  et  in- 
dépendante de  létendue  de  la  face  de  contact.  L'angle  sous 
lequel  le  glissement  commence,  détermine  le  coefficient  du 
frottement,  qui  en  est  la  tangente  trigonométrique. 

151.  Equilibre  d'un  corps  pressé  contre  un  plan  par 
une  force  oblique.  —  Soient  P  [fig.  35)  une  force  appli- 
quée à  un  corps  M,  A  le  point  où  sa  direction  rencontre 
la  face  de  contact,   el  0  l'angle  qu'elle   fait  avec  la  nor- 
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maie  AN.  La  pression  du  corps  contre  le  plan  sera  P  cos  9; 
le  frottement  sera  exprimé  par  fV  cos  0,  f  étant  le  coeffi- 
cient du  frottement 5  et  la  force  dans  le  plan  fixe,  qui  tend 
à  mettre  le  corps  en  mouvement,  est  égale  à  P  sin  0.  Il  y 
aura  donc  équilibre  si  l'on  a 

Psin  9  <C/P  cos  h, 
ou 

ta»  g  5  ■<  /. 

Ainsi,  1  équilibre  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  force  P, 
pourvu  qu'elle  fasse  avec  la  normale  un  angle  qui  ne  soit 
pas  supérieur  à  l'angle  du  frottement. 

Au  reste ,  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  ne  diffère 
du  précédent  qu'en  ce  que  la  force  P  est  de  direction  et 
de  grandeur  quelconque,  au  lieu  d'être  le  poids  même  du 
corps. 

152.  Equilibre  du  levier  en  ayant  égard  au  frottement. 
—  Considérons  un  levier  posé  sur  un  autre  corps ,  de  sorte 
que  le  point  d'appui  ne  soit  pas  lié  invariablement  avec 
lui,  et  supposons-le  sollicité  par  deux  forces.  Elles  peuvent 
d'abord  être  remplacées  par  des  forces  égales  et  parallèles 
appliquées  au  levier  au  point  d'appui,  et,  de  plus,  à  deux 
couples.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement ,  il  faudrait  que  les 
couples  se  détruisissent  et  que  la  résultante  des  deux  foixes 
trausportées  au  point  d'appui  fût  normale  à  la  surface  ré- 
sistante. Mais,  s  il  peut  exister  un  flottement  entre  les  deux 
corps,  il  se  composera  avec  les  deux  forces  appliquées 
comme  lui  au  levier  en  son  point  de  contact ;  il  faudra  donc 
encore  que  les  deux  couples  se  détruisent.  Mais  il  ne  sera 
plus  nécessaire  que  les  forces  transportées  au  point  d  appui 
donnent  une  résultante  normale  à  la  surface;  il  suffira  que 
cette  résultante  fasse  avec  la  normale  un  angle  inférieur  ou 
égal  à  l'angle  du  frottement. 

153.  Équilibre  d'un  corps  qui  peut  tourner  autour  d'un 
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axe  fixe.  —  Considérons  maintenant  un  corps  solide  percé 
d'un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  passe  un  cylindre 
fixe  d'un  diamètre  à  peu  près  égal.  Supposons  ce  corps  sol- 
licité par  deux  forces  situées  dans  un  plan  perpendiculaire 
a  l'axe  du  cylindre,  et  cherchons  les  conditions  d'équilibre, 
en  ayant  égard  à  la  force  de  frottement.  Concevons  que  tout 
le  système  soit  réduit  à  la  section  par  ce  plan  perpendicu- 
laire, ou,  en  d'autres  termes,  que  le  corps  n'ait  pas  d'é- 
paisseur sensible. 

Soit  C  [fig.  36)  le  point  de  contact  du  cercle  fixe  ayant 
son  centre  en  O,  et  du  cercle  mobile  appartenant  au  corps. 
Il  doit  y  avoir  équilibre  entre  les  deux  forces  données  P,  Q 
et  la  force  de  frottement  F  appliquée  en  C  tangenlielle- 
ment  au  cercle.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les 
deux  forces  P,  Q  aient  une  résultante  passant  en  C  et  fai- 
sant avec  la  normale  un  angle  moindre  que  celui  du  frot- 
tement. 

Ainsi,  lorsque  les  forces  données  auront  une  résultante 
qui  passera  par  un  point  quelconque  C  du  cercle  apparte- 
nant au  corps,  et  fera  avec  sa  normale  un  angle  égal  ou  in- 
férieur à  celui  du  frottement,  le  corps  sera  en  équilibre  si 
l'on  fait  en  sorte  que  le  contact  avec  le  cercle  fixe  ait  lieu 
au  point  C. 

En  considérant  le  cas  extrême  où  1  équilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  résultante  R  des  forces  P  et  Q  fait 
avec  la  normale  au  cercle  un  angle  égal  à  l'angle  du  frotte- 
ment; la  pression  normale  exercée  sur  le  cylindre  (ixe  est 

r> 

la  projection  de  la  résultante  R  sur  le  rayon,  ou  • 

VU"/ 
elle  est   donc  toujours  moindre  que  la   résultante  R.  La 
force  tangentielle  appliquée  au  cylindre  fixe  s'obtiendra  en 
multipliant  la  pression  par  le  coefficient  y,  et  sera,  par 

,             R/         T  -      I 

conséquent,  <  .  Leur  résultante  ne  sera  autre 

V>  +/* 
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chose  que  R,  comme  cela  devait  être  évidemment,  puisque 
la  résultante  R  des  forces  données  est  détruite  par  la  résis- 
tance du  cylindre  fixe. 

154.  Equilibre  d'un  corps  sur  un  plan  incliné.  —  Sup- 
posons un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  incliné  à  l'horizon, 
et  sollicité  par  une  force  P  comprise  dans  le  plan  vertical , 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps ,  et  la  normale  au 
plan  incliné.  Réduisons  tout  le  système  à  la  section  faite 
par  ce  plan,  et  cherchons  la  condition  d'équilibre  en  te- 
nant compte  du  frottement. 

Soient  IV  {fig-  3y)  la  verticale  menée  par  le  centre  de 
gravité  du  corps,  PI  la  direction  de  la  force  P,  Q  le  poids 
du  corps,  et  a.  l'inclinaison  du  plan  LA  sur  le  plan  hori- 
zontal AB;  il  faut  exprimer  que  leur  résultante  est  détruite 
par  la  résistance  normale  du  plan  AL  et  par  le  frottement. 
En  désignant  par  9  l'angle  de  la  force  P  avec  le  plan  in- 
cliné, la  pression  exercée  sur  ce  dernier  sera  égale  à 

Q  nos  x  —  P  sin  9  T 

0  étant  considéré  comme  positif  au-dessus  de  la  direction 
AL,  et  comme  négatif  au-dessous.  Si  léquilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre ,  la  force  de  frottement  sera  égale  à 

/  f  Q  cos  a  —  P  sin  9  )  ; 

mais,  en  général,  elle  en  sera  une  fraction  quelconque  A. 
La  composante  totale  dans  le  sens  du  plan  sera 

0  sin  y.  —  P  cos  9  ; 

et  pour  que  léquilibre  ait  lieu,  il  est  nécessaire  et  sufli- 
sant  que  celte  expression,  positive  ou  négative,  soit  égale 
à  la  force  de  frottement;  ce  qui  s'exprimera  par  l'équation 
suivante  : 

Q  sin  y.  —  P  cos  9  =  //(  Q  cos  y.  —  P  sin  0) , 
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k  étant  compris  entre  —  i  et  -f- 1,  et  devenant  —  iou  +  i 
dans  le  cas  où  l'équilibre  est  sur  le  point  de  se  rompre,  soit 
dans  un  sens,  soit  dans  l'autre. 
On  tire  de  cette  équation 

Q  (sin  a.  —  kf  cos  a) 

cos  9  —  kf  sin  0 

Si  k  =  o  et  9  =  o ,  on  retombe  sur  l'expression  connue 
P  =  Qsin  et. 

ioo.  Cherchons  la  direction  dans  laquelle  il  faut  faire 
agir  la  force  P  pour  obtenir  le  plus  davantage  possible ,  en 
supposant  le  corps  prêt  à  glisser;  et,  pour  cela,  cherchons 
la  valeur  de  0,  qui,  en  supposant  À=  i,  donne  le  mini- 
mum de  P  ou  le  maximum  du  dénominateur.  Les  deux  pre- 
mières dérivées  de  ce  dernier,  par  rapport  à  0,  ont  pour 
expressions 

—  sin  G  — ./cos  &, 
et 

—  cos  0  -i-fsin  0. 

En  égalant  la  première  à  zéro,  on  trouve 
tang  6  =  — /; 

d'où  il  suit  que  la  force  P  doit  être  dirigée  en  dessous  du 
plan ,  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  l'angle  du  frottement. 
La  seconde  dérivée  se  réduit  alors  à 

—  cosO  (i  -hf'2); 

elle  est  donc  négative  pour  celle  valeur  de  0,  d'où  il  suit 
que  le  dénominateur  de  P  est  maximum,  et,  par  suite,  P 
minimum. 

On  pourrait  encore  chercher  L'inclinaison  0,  qui  donne  la 
plus  petite  valeur  de  P.  propre  à  faire  remonter  le  corps. 
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Il  faut  alors  supposer  h :  =  —  i ,  et  chercher  le  minimum  de 

—. —   ou  le  maximum  de  cos  B  -h  f  sin  9.  On  en 

cos  0  -h/sin  û 

tire 

—  sin  0  +ycos  5  =  o,         tangO—f; 

ce  qui  montre  que  la  force  doit  être  dirigée  au-dessus  du 
plan  incliné  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  l'angle  du  frot- 
tement, quelle  que  soit  son  inclinaison  et. 

Cet  angle,  qui  est  le  plus  favorable  à  la  traction  d'un 
corps  pesant  sur  un  plan  quelconque,  porte  le  nom  d  angle 
rie  traction  ;  et,  comme  nous  venons  de  le  prouver,  il  n'est 
autre  que  l'angle  du  frottement. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  du 
frottement.  Nous  n'avons  voulu  que  donner  une  idée  de  la 
manière  dont  les  forces  de  cette  espèce  modifient  les  condi- 
tions de  l'équilibre 5  ce  qui  est  de  la  plus  haute  importance 
dans  les  applications.  Nous  renvoyons,  pour  de  plus  grands 
détails,  aux  Traités  spéciaux  sur  les  machines. 

CHAPITRE  XL 

APPLICATION   DE   LA    COMPOSITION    DES    FORCES 

A  l'attraction  mutuelle  des  corps. 

156.  L'ensemble  des  phénomènes  célestes  nous  conduira 
plus  tard  à  admettre  que  les  molécules  des  corps  s'attirent 
proportionnellement  à  leurs  masses,  et  en  raison  inverse 
du  carré  de  leur  distance.  Il  est  donc  convenable,  pour  pré- 
parer à  l'étude  des  diverses  questions  relatives  au  système 
du  monde,  de  calculer  quelques  effets  de  l'attraction  des 
corps;  et  nous  considérerons  plus  particulièrement  ceux 
dont  la  forme  se  rapproche  le  plus  de  celle  que  nous  pré- 
sentent les  corps  célestes. 
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Nous  allons  nous  proposer  d'abord  de  calculer  l'action 
mutuelle  de  deux  sphères  composées  de  couches  concen- 
triques homogènes,  mais  dont  la  nature  peut  dépendre  de 
leur  distance  au  centre.  Nous  supposons  que  tous  les  points 
de  lune  attirent  chacun  des  points  de  l'autre,  de  manière 
que  l'action  et  la  réaction  soient  égales;  en  sorte  que,  si 
l'on  joignait  deux  points  par  une  droite  inflexible,  l'action 
mutuelle  de  ces  points  ne  produirait  aucun  mouvement. 
Cette  action  peut  changer  suivant  une  loi  quelconque  ,  avec 
la  distance  des  deux  points;  nous  supposerons  ici  qu'elle 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Si  nous  concevons  que  toute  la  matière  qui  compose  l'u- 
nité de  masse,  tant  de  l'une  que  de  l'autre  substance,  soit 
réunie  en  un  même  point,  sans  rien  perdre  de  son  action, 
et  que  ces  deux  points  soient  placés  à  l'unité  de  distance 
l'un  de  l'autre,  ils  produiront  l'un  sur  l'autre  une  force  at- 
tractive égale,  que  nous  désignerons  par  y,  et  qui  est  une 
des  données  nécessaires  de  la  question.  En  la  joignant  avec 
l'hypothèse,  que  tous  les  points  s'attirent  mutuellement  en 
raison  directe  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  la  question  est  complètement  déterminée. 

Si  l'on  considère  d'abord  l'action  mutuelle  de  deux  élé- 
ments infiniment  petits  dm.  dm',  on  peut  considérer  les 
distances  de  leurs  différents  points  comme  égales  à  lune 
quelconque  d'entre  elles,  que  nous  désignerons  par  u.  Toutes 
les  parties  égales  exerçant,  par  hypothèse,  une  même  action 
sur  un  même  point,  à  la  même  distance,  la  matière  com- 
prise dans  la  masse  dm  exercera  sur  dm'  une  action  qui 
sera  dans  le  rapport  de  dm'.i  avec  celle  qu'exercerait  sur 
dm  la  matière  renfermée  dans  l'unité  de  masse,  et  con- 
centrée au  point  où  se  trouve  dm.  Cette  dernière  action 
sera  dans  le  rapport  de  dm'  :  i  avec  celle  qui  aurait  lieu  si, 
au  lieu  de  dm',  on  substituait  l'unité  de  masse  concentrée 
au  même  point.  Mais  cette  nouvelle  action  est  à  celle  (|ii< 
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nous  avons  représentée  par/,  dans  le  rapport  de  i  lu*. 
Donc,  l'action  des  deux  éléments  dm:  dm'  sera  exprimée  par 

fdm  dm' 

en  négligeant  la  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  su- 
périeur, qui  provient  de  la  différence  des  valeurs  de  m,  et 
qui  ne  changera  pas  les  limites  des  sommes  des  éléments 
dans  lesquels  cette  expression  entrerait  comme  facteur. 

Cela  posé,  considérons  une  couche  sphériquc  d'une  den- 
sité égale  à  p,  d'une  épaisseur  infiniment  petite,  dont  le 
centre  est  en  O ,  et  qui  est  comprise  entre  les  surfaces  sphé- 
riques  dont  les  rayons  sont  r  et  /•  -+-  dr\  son  action  sur  un 
élément  dm'  situé  en  A  à  une  distance  a  de  son  centre  sera 
dirigée  suivant  la  droite  AO,  autour  de  laquelle  tout  est 
semblable  ,  et  il  suffira  de  faire  la  somme  des  composantes 
de  toutes  les  foires  suivant  cette  direction,  pour  avoir  la 
résultante  cherchée. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  circonférence  dont  le 
rayon  est  /•;  faisant 

MOA  =  0 ,      MON  —  dB ,      MA  =  u  ,      OA  =  a  : 

d'où  résulte 

;/;  =  y?  -f-  /•-  —  iry.  COSG. 

Les  deux  rayons  OM,  ÇfS  (fig.  38)  étant  prolongés  jusqu'à 
la  circonférence  dont  le  rayon  est  r-\-  dr,  la  surface  infini- 
ment petite  rdbdr  tournant  autour  de  l'axe  AO  engendrera 
un  volume  2  7T/'2  sînQdddr,  dont  la  composante  de  l'action 
sur  dm'  suivant  l'axe  AO  sera 

■ko  fr'drdm      sin  <)dh  , 
a  (û 

On  aura  donc  l'attraction  de  la  couche  sphériquc  sur  dm' \ 
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en  faisant  la  somme  des  expressions  semblables  quand  0  va- 
riera depuis  o  jusqu'à  ~,  et,  par  suite,  a  depuis  « —  /'  jus- 
qu'à y.  -+-  r,  si  le  point  est  extérieur  ;  et  depuis  /'  —  a  jusqu'à 
/•-{-a,  s'il  est  intérieur. 

Exprimons  d'abord  la  différentielle  en  fonction  de  u  seu- 
lement. On  tire  de  l'équation  entre  x  et  0  , 

u  du  =  y.r  sin  9drj. 

L'expression  ci-dessus  devient  donc 

r  pfrdr 


dm'     L_ du, 


dont  l'intégrale  est 

n pfrdr    ,    ,(  r2 — a2\ 

y}  \  u       i 

Si   le  point  est  extérieur,  cette  intégrale  prise  entre  les  li 
mites  y.  —  /'  et  a  -+-  r  a  pour  valeur 

[\[T.r<fr1drdin' 


on  voit  quelle  est  la  même  que  si  toute  la  matière  était 
réunie  au  centre. 

Pour  avoir  l'attraction  exercée  par  un  solide  composé  de 
couches  sphériques  homogènes,  mais  dont  la  nature  peut 
varier  avec  r  dune  manière  arbitraire,  il  faudrait  faire  la 
somme  des  actions  de  toutes  ces  couches,  et  comme  elles 
sont  toutes  les  mêmes  que  si  l'on  réunissait  ces  diverses  cou- 
ches au  centre,  on  obtient  la  proposition  suivante  . 

f  n  solide  composé  de  couches  sphériques  homogènes , 
de  nature  différente ,  et  dont  tous  les  points  attirent  un 
point  extérieur  en  raison  inverse  du  carré  des  distances , 
exerce  sur  ce  point  la  même  action  que  si  toute  la  matière 
(pâle  compose  était  réunie  en  son  centre. 
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Dans  le  cas  d'une  sphère  homogène,  de  rayon  R,  l'ex- 

pression  de  celte  action  sera  -=  — ; 

1  5  cf.- 

Si  le  point  À  était  intérieur  à  la  couche  infiniment  mince 

que  nous  avons  considérée,  les  limites  de  u  seraient  r — a 

et  r-+-  oc ,  et  la  somme  se  réduirait  à  zéro.  D'où  résulte  cette 

autre  proposition  : 

Dans  la  même  loi  d'attraction  ,  l'action  du  même  solide 
est  nulle  sur  tout  point  situé  en  dedans  de  la  surface  inté- 
rieure. Et  pour  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  sa  masse , 
l'action  se  réduit  à  celle  du  solide  compris  entre  la  surface 
intérieure  et  celle  de  la  surface  sphérique  concentrique  qui 
passe  par  ce  point. 

Il  résulte  de  là  que  l'action  d'une  sphère  entière  sur  un 
point  de  son  intérieur  est  bornée  à  l'action  de  la  sphère  con- 
centrique dont  la  surface  passe  par  ce  point. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  couches  sont  de  même  nature ,  si 
R  désigne  le  rayon  de  la  sphère  et  r  la  dislance  du  point  que 
l'on  considère  au  centre,  l'action  de  la  sphère  sera 

{npfrdm'; 

elle  ne  dépend  plus  de  R,  et  est  proportionnelle  à  la  distance 
au  rentre. 

io7.  Rien  n'est  plus  facile  maintenant  que  de  calculer 
l'action  mutuelle  de  deux  sphères  extérieures  Tune  à  l'autre. 
D'abord,  l'action  de  l'élément  dm'  sur  la  première  sphère 
étant  égale  et  contraire  à  celle  de  cette  sphère  sur  dm', 
puisque  toutes  les  actions  élémentaires  qui  les  composent 
l'une  et  l'autre  sont  égales  et  contraires  par  hypothèse,  il 
s'ensuit  que  la  résultante  des  actions  de  la  première  sphère 
sur  tous  les  éléments  dm'  qui  composent  la  seconde,  sera 
égale  et  contraire  à  la  résultante  de  toutes  les  actions  des 
éléments  de  la  seconde  sur  la  première  ;  c'est-à-dire  que  les 
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actions  des  deux  sphères  l'une  sur  l'autre  sont  égales  et 
contraires. 

Or,  d  après  ce  qui  précède,  l'action  de  dm'  sur  la  pre- 
mière sphère  est  la  même  que  si  toute  la  matière  qui  la  com- 
pose était  réunie  en  son  centre.  La  question  revient  donc  à 
calculer  l'action  de  la  seconde  sphère  sur  ce  point;  mais  il 
est  prouvé  quelle  est  la  même  que  si  toute  la  matière  de 
la  seconde  était  réunie  en  son  centre:  d'où  l'on  conclut  que 

Deux  sphères  composées  de  couches  homogènes  quel- 
conques,  dont  fous  /es  points  s'attirent  proportionnelle- 
ment aux  masses  et  en  raison  inverse  du  carié  de  la  dis- 
tance,  exercent  lune  sur  Vautre  la  même  action  que  si  la 
matière  dont  chacune  d'elles  est  composée  était  réunie  en 
son  centre. 

La  même  proposition  a  évidemment  lieu  pour  deux 
sphères  creuses  composées  de  même  de  couches  homogènes. 

158.  On  peut  démontrer  très-simplement  que  les  actions 
exercées  par  tous  les  points  d'une  couche  sphéiique  homo- 
gène et  iniiniment  peu  épaiise,  sur  un  point  de  l'intérieur, 
se  détruisent. 

En  effet,  soient  O  (fig.  3g)  le  centre  de  la  surface  inté- 
rieure de  la  couche,  013  son  rayon,  et  A  le  point  intérieur 
quel  on  considère.  Menons  par  OA  un  plan  quelconque,  et 
soient  M  et  I\  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  la  cir- 
conférence suivant  laquelle  il  coupe  la  sphère;  lirons  les 
droites  MAM',  •    VIN,    M'N':   les   triangles   A3I>  , 

AM'jV  seront  semblables.  Si,  maintenant,  on  fait  tourner 
le  plan  autour  de  OH,  les  cordes  ou  les  arcs  MN,  M'N' 
engendreront  des  surfaces  qui.  multipliées  par  l'épaisseur 
infiniment  petite  de  la  couche,  seront  des  éléments  de  son 
volume;  or  les  actions  de  ces  deux  éléments  sont  égales  et 
contraires,  car  elles  sont  proportionnelles  aux  surfaces  en- 
gendrées par  MN  et  M'N',  et  en  raison  inverse  des  carrés 
des  distances;  il  sullii  donc  de  prouver  que  ces  surfaces  s 
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en  raison  directe  de  AM,  A.M',  ce  qu'on  reconnaît  facile- 
ment en  observant  qu'elles  sont  proportionnelles  aux  pro- 
duits des  arcs  générateurs  par  leurs  distances  à  l'axe,  et  que 

ces  produits  sont  dans  le  rapport  de  AM  :  AM',  à  cause  de 
la  similitude  des  triangles. 

159.  Autre  loi  d'attraction.  —  Si  l'on  suppose  l'action 
de  deux  points  proportionnelle  à  leur  distance,  on  peut  fa- 
cilement calculei  l'attraction  d'un  corps  de  figure  quelconque 
sur  un  point  placé  arbitrairement. 

Prenons,  pour  cela,  trois  axes  rectangulaires  se  coupant 
au  centre  de  gravité  du  corps  attirant,  et  faisons  passer  Taxe 
des  x  par  le  point  attiré.  Soient  x,y,  z  les  coordonnées 
d'une  molécule  quelconque  dm  du  corps,  a  la  distance  de 
la  molécule  attirée  dm1  à  l'origine  :  les  trois  composantes  de 
lattraction  de  dm  seront 

f  (  x  —  a  )  dm  dm  ' ,         fy  dm  dm  ' ,         fz  dm  dm  ' . 

Si  l'on  fait  la  somme  de  ces  valeurs  élémentaires,  en  pre- 
nant pour  dm  successivement  tous  les  éléments  du  corps, 
et  que  l'on  observe  que,  d'après  les  propriétés  du  centre  de 
gravité,  on  a 

2  rdm  =  o  ,  ly  dm  =  o ,  ï  z  dm  —  o  , 

on  trouvera  que  les  composantes  de  l'attraction  totale , 
parallèles  aux  axes  des  z  et  des  y,  sont  nulles;  et  que  la 
troisième,  qui  est  la  résultante,  a  pour  valeur — J  Ma  dm', 
M  désignant  la  masse  totale  du  corps,  ou  du  système  quel- 
conque de  points  attirants.  D'où  l'on  conclut  que,  dans 
la  loi  supposée,  V attraction  d'un  système  quelconque  de 
points  sur  un  point  situé  d'une  manière  quelconque,  est  la 
même  que  si  toute  la  masse  attirante  était  réunie  en  son 
centre  de  gravité. 

Si  maintenent  on  considère  l'action  mutuelle  de   deux 
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corps  quelconques,  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui 
«  été  fait  précédemment  pour  deux  sphères  démontrera 
qu  elle  est  la  même  que  si  la  masse  de  chacun  des  corps 
était  réunie  en  son  centre  de  gravité. 

Calcul  de   l  util  action    d'un    corps   quelconque    sur    un 
point  matériel. 

1G0.  ^ous  allons  maintenant  envisager  la  question  d'une 
manière  plus  générale  et  supposer  1  attraction  de  deux 
éléments  proportionnelle  à  leur  masse,  et  à  une  fonction 
quelconque  de  leur  distance  r.  Considérons  un  corps  de 
iigure  quelconque  dont  la  densité,  variable  d'un  point 
ù  un  autre,  soit  représentée  par  p,  et  cherchons  les  trois 
composantes  de  son  action  sur  un  point  matériel  dont  la 
masse  est  y.,  et  dont  les  coordonnées  sont  a,  ê,  y.  L'élément 
de  volume  dxdydz  du  corps  aura  pour  masse  pdxdydz , 
et  son  action  sur  u.  sera  exprimée  par  u.p  dxdydz  F  (/■), 
si  l'on  désigne  par  F  (r)  l'action  mutuelle  de  deux  unités 
de  masse  à  une  distance;  r  l'une  de  l'autre.  Les  compo- 
santes X,  1 , Z  de  l'attraction  du  corps  entier  parallèle- 
ment aux  axes  de  coordonnées  seront 

g  =  a  f  f  j  p  (  ^=-^  J  F  (r)  dx  dj  dz . 
Y  =  u  ^  f  C?  të~-  |  F(r]  dxdydz, 
Z  =  u    f  f  Co  (  Z-^p-  )  t(r)dxdydz, 


et  1  on  aura 


\r(>  —  a)»+  [y  —  €)* -h  (z 


7  ' 


11  suffirait  de  les  changer  de  signe  pour  passer  au  cas  de  la 
répulsion . 

I.  !  J 
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Ces  intégrales,  qui  s  étendent  à  la  masse  entière  du  corps, 
peuvent  se  réduire  à  une  seule.  En  effet,  en  différent! an t 
partiellement  /'  par  rapport  à  a,  ê,  y,  on  obtient 

dr   _  (x  —  a  )  dr._         (  y  —  g  )  dr  _         (z  —  y) 

dot.  r  rfë  r  r/y  r 

Soit  maintenant  a>  (/•)  la  fonction  dont  la  dérivée,  par 
rapport  à  /•,  est  F  (/•)  -,  posons 

ff/Pv(r)dxdydz  =  V, 

et  différentions  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
rapport  à  a,  6,  y  ;  il  suffira  de  différentiel1  sous  le  signe  J\ 
si  cp  (r)  ne  passe  pas  par  l'infini,  et  l'on  trouvera  ainsi  les 
formules  suivantes: 

d\] 
a  a. 

Tout  dépend  donc  de  la  seule  intégrale  l  . 

Il  estbon  de  remarquer  que  si,  dans  le  cas,  par  exem- 
ple, d'un  solide  indéfini,  l'intégrale  U  prenait  une  valeur 
infinie,    mais  que    les  dérivées   partielles    désignées   par 

dU     dU      dXJ   c  r    .  .  .  ,    ,,  , 

— ,  — -5  — —  tussent  unies,  tes  valeurs  précédentes  de 
da      d<t       drj 

X,  Y,  Z  n'en  seraient  pas  moins  exactes.  En  effet,  prenons 

d'abord  une  portion  finie  du  solide;   les  composantes   de 

son  attraction  auront  pour  valeurs  les  produits  de  —  u  par 

les  dérivées  partielles  de  la  fonction  finie  U.    Supposons 

maintenant  que  1  on  étende  infiniment  la  partie  considérée 

du  solide,  les  composantes  de  l'action  seront  toujours 

dV  dU  dV 

av.  du  d-j 

que  U  croisse  ou  non  sans  limite.  Donc,  si  ces  trois  ex- 
pressions ont  des  limites,  ce  sont  les  composantes  de  Pat- 


dU 

dU 

z  = 

rfë 

-'  rfï 
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traction  du  solide  indéfini.  Et,  si  elles  croissent  indéfini- 
ment, on  en  conclura  que  l'attraction  croît  sans  limite  à 
mesure  que  l'on  considère  une  plus  grande  partie  du  corps-, 
c'est  ce  que  Ton  exprime  en  disant  que  l'attraction  du  solide 
est  infinie. 

Ainsi,  il  suffira  toujours  de  connaître  les  dérivées  qui 
entrent  dans  l'expression  des  composantes  X,  Y,  Z  sans 
s  inquiéter  si  la  fonction  U  elle-même  est  finie  ou  infinie. 
On  raisonnerait  dune  manière  analogue  si  U  était  infini, 
sans  que  le  solide  le  fût. 

i  (>1 .  Dans  le  cas  où  l'attraction  est  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  , 

F(r)=/,       ,(,)=_/, 

et   faisant,   dans  ce  cas, 

''  a  d.i:  (h  dz 


fff 


X   r=   u  t    — -  -  I    =  V-  f    •>  A  —  y.  f 

(t  y.  (I  ',  d  y 

Si  le  point  attiré  fait  partie  du  corps,  la  fonction  Dp  (r) 
passe  par  l'infini  \  mais  ces  formules  subsistent  toujours. 
En  effet,  elles  n'offrent  aucune  difficulté,  si  on  les  applique 
à  tout  le  corps,  moins  une  sphère  infiniment  petite  qui 
renferme  le  point  attiré.  Or  \  a  une  limite,  quand  cette 
sphère  tend  vers  zéro  ;  car  l'élément  de  volume  exprimé 
en  coordonnées  polaires  ayant  pour  origine  le  point  attiré 
a  pour  expression  r2 drsinQ dOd'b\  or,  si  l'on  divise  par  r 
et  qu  on  intègre  dans  l'étendue  de  la  sphère  de  rayon  infi- 
niment petit,  on  aura  une  quantité  infiniment  petite  <\n 
second  ordre.  Il  suit  de  là  que  la  fonction  V  étendue  au 
corps  entier  est  finie,  et,  par  suite,  ses  dérivées  par  rapport 


)b|  COURS     DE     MKCANIol  E. 

aux  indéterminées  a ,  ê,  y,  le  sont  aussi.  On  voit  de  même 
que  X,  Y,  Z  ont  aussi  des  limites  5  d'ailleurs,  quand  les 
deux  membres  dune  équation  ont  des  limites ,  ces  limites 
sont  égales  :  donc  les  formules  qui  donnent  X,  Y,  Z  sont 
encore  exactes  quand  on  considère  le  corps  entier  dont  le 
point  fait  partie. 

162.  L'attraction  sur  le  point  a,  ë,  y,  estimée  suivant 
la  direction  du  vecteur  r  mené  de  l'origine  à  ce  point,  a 
pour  expression 

a  g         „  7  /rfU  a         rfU6        rfU7 

r  /•  r  \d<x    r         a  5  /•         «7  /• 

Mais  en  considérant  U  comme  fonction  de  a,  o,  y,  et  ces 
coordonnées  comme  fonction  de  r  et  de  deux  angles  9,  ^, 
on  a 

r/IJ  _(/U«  f/U§         rfU7 

en  observant  que  les  dérivées  partielles  de  a,  ë,  y  par  rap- 

,  .  a      6      7 

port  a  r  sont  respectivement  -  ■>  ->  -• 

Donc  la  composante  de  l'attraction  suivant  le  rayon  vec- 
teur  est  —  u  —  •>  les  deux  autres  composantes  étant  sup- 
posées dans  le  plan  perpendiculaire  à  ce  rayon.  Dans  le  cas 
de  r  (/•)  =  —•>  cette  expression  devient  fj.J  —-> 

1(33.   Pour  donner  une  application  de  ces  formules  dans 

f 
le  cas  de  F  (/')  =  —  ?   considérons  une  sphère  creuse  pour 

laquelle  p  soit  une  fonction  quelconque  de  la  distance  au 
centre.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  le  centre 
au  point  attiré,  et  qui  est  évidemment  la  direction  de  la  ré- 
sultante des  attractions.  Désignons  par  a  et  A  les  rayons 
des  deux  surfaces  qui  terminent  le  solide,  par  u  le  rayon 
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intérieur  d'une  couche  sphérique  ayant  pour  épaisseur  du, 
et  par  8  l'angle  d'un  rayon  quelconque  avec  l'axe  des  x. 
La  valeur  de  V  aura  pour  expression 


'-*// 


ou1  du  sinOf/ô 


L'intégration  par  rapport  à  9  étant  effectuée  entre  o  et  7i, 
donnera  la  partie  de  V  correspondante  à  la  couche  dont 
l'épaisseur  est  du;  en  intégrant  ensuite  le  résultat  par  rap- 
port à  u  entre  les  limites  «  et  A,  on  aura  la  valeur  totale 
de  V.  Or  on  a 

r2  ==.  u1  —  iu.ii  cos  G  -+-  u-  ; 

d  où ,  en  observant  que  u  est  constant. 

r  dr  =  7.11  sin  h  d&. 
et ,  par  suite  . 

V  =  —  JJ  p  u  du  dr. 

Quant  aux  limites  de  r  correspondantes  à  9  =  o  et  8  =  ~, 
il  faut  distinguer  le  cas  où  le  point  attiré  est  extérieur  au 
solide,  de  celui  où  il  est  intérieur. 

i°.  Si  le  point  attiré  est  extérieur  au  solide,  on  aura 
a  ^>  A  ,  et,  par  conséquent,  a  ^>  u  pour  toutes  les  couches 
que  1  on  a  à  considérer.  On  a  alors 

/     r  ^ 

fdr=2u     et     V  =  —  /      pu?  du. 
*  Ja 

Si  l'on  désigne  par  M  la  masse  du  corps,  on  aura 

4  it  f       ou  dit  =  M  ; 


d  où 


v  =  M,     .,     x  =  . 
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L'attraction  est  donc  la  même  que  si  toute  la  matière 
du  corps  était  réunie  à  son  centre. 

2°.  Si  le  point  attiré  est  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite 
surface  ,onaa<^(ï,et,  par  conséquent ,  a  <^  u  dans  toute 
l'étendue  des  valeurs  de  u.  On  a  donc  alors 

Jdr  •=.  2  a     et      V  =  4  ^fo  u  du. 

Cette  quantité  étant  indépendante  de  a  ,  on  aura 

——  =  o,     et,  par  suite,      X  =  o. 
ila 

On  voit  donc  que,  dans  cette  même  loi  d'attraction,  le  so- 
lide n  exercera  aucune  attraction  sur  un  point  situé  dans 
l'intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 

On  conclut  de  là  que  l'action  sur  un  point  qui  ferait  par- 
tie du  même  solide  se  réduirait  à  celle  qu'exercerait  la 
partie  comprise  entre  la  sphère  de  rayon  a  et  celle  qui  pas- 
serait par  le  point  attiré.  Il  faudrait  donc  supposer  la  ma- 
tière qui  compose  cette  partie,  réunie  au  centre,  et  agis- 
sant sur  le  point ,  suivant  la  loi  donnée. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  l'action  d'une  sphère  pleine, 
homogène,  sur  un  point  de  son  intérieur,  situé  à  une  dis- 
tance a  du  centre,  on  devra  prendre  M  =  |  iipct3  ;  et  l'at- 
traction a  pour  valeur  jitpfp.a.  Elle  est  donc  directement 
proportionnelle  à  la  distance  au  centre. 

104.  ylction  d'un  corps  quelconque  sur  un  point  très- 
éloigné. — Si  l'on  considère  l'action  d'un  corps  de  forme 
et  de  densité  quelconques,  sur  un  point  dont  les  dislances 
à  tous  les  points  de  ce  corps  soient  très-grandes  par  rapport 
à  ses  dimensions,  on  arrive  à  un  résultat  remarquable  que 
nous  allons  faire  connaître. 

Supposons  l'attraction  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  et  calculons  la  fonction  V.  Pour  cela,  prenons  le 
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centre  de  gravité  du  corps  pour  origine,  et  faisons  d'abord 
passer  l'axe  des  x  par  le  point  attiré. 

Soient  0  la  distance  de  ces  deux  points,  u  le  rayon  vec- 
teur d  un  point  quelconque  du  corps,  dm  sa  masse,  x  son 
abscisse ,  £/.  la  masse  du  point  attiré:  la  distance  de  ce  der- 
nier point  à  un  point  quelconque  du  corps  sera 


\S' 2  Sx   -+-   M% 

et  l'on  aura  par  conséquent 

--       1  / 

V  =  2  dm  (  <3  -  _  2  §  x  +  W-  )    *  =  -  2  dm  I  1 


2  x        ut- 
S3 


Si  l'on  développe  la  puissance  du  trinôme,  soit  par  la  for- 
mule de  Lagrange ,  soit  par  celle  du  binôme,  on  aura  une 

série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  -^  -  cl 

d'autant  plus  convergente  que   T  sera   plus  petit,  et  l'on 

trouvera  ainsi ,  en  représentant  par  .M  la  masse  totale  des 
corps  attirants,  en  observant  que  Y,xdm  est  nul,  puisque 
l'origine  est  le  centre  de  gravité  du  système, 

\   =.  —  A -If3r  —  w2  )  dm  -+- .  .  . . 

§  2  o  ' 

On  peut  donc  se  borner  à  prendre  ^  =  —  en  négligeant 

,     I        -r,  .  t  , 

par  rapport  a  j.    Un   considérant    maintenant    un    système 

quelconque  d  axes  passant  toujours  par  le  centre  de  gravité, 
et  désignant  par  a  .  c  ,  y  les  coordonnées  du  point  attiré,  on 
aura 

V  =  M(aa+6'  +  7ifT. 

Les  trois  composantes  de  l'attraction  seront  donc  respecti- 


ï66 

coins    i>>     MÉCANIQUE. 

vemenl 

p/,U«                 ft/Mê                 u/My 

<ÎJ                S1                fr 

d  où  l'on  voit  que  leur  résultante  passe  par  l'origine  qui 
est  le  centre  de  gravité  de  la  niasse  attirante,  et  qu'elle  a  la 
même  valeur  que  si  toute  la  masse  était  réunie  en  ce  point. 
Ce  résultat,  qui  n'est  qu'approché  pour  un  corps  quelcon- 
que, est  tout  à  fait  exact  dans  le  cas  de  la  sphère,  quelle 
que  soit  la  distance  du  point  attiré,  pourvu  qu'il  soit  en 
dehors  de  la  sphère.  Dans  ce  cas,  l'intégration  ferait  dispa- 
raître tous  les  termes ,  excepté  le  premier  de  la  série. 

Le  calcul  précédent  a  été  fait  d'après  une  loi  particulière  : 
on  verra  facilement  que  le  résultat  serait  le  même  dans 
le  cas  où  l'attraction  varierait  en  raison  inverse  de  toute 
autre  puissance  de  la  distance ,  et  même  suivant  des  lois 
plus  compliquées. 

Action  dune  couche  elliptique  sur  un  point  intérieur. 

16o.  La  proposition  que  nous  avons  démontrée  relati- 
vement à  l'action  d'une  couche  sphérique  sur  un  point  in- 
térieur, peut  se  démontrer  géométriquement  dans  le  cas 
plus  général  du  solide  compris  entre  deux  ellipsoïdes  sem- 
blables ayant  leurs  axes  coïncidents. 

En  effet,  supposons  d'abord  le  solide  homogène ;  soient 
M  (Jig-  4°)  Ie  point  attiré,  et  p.  sa  masse.  Considérons-le 
comme  sommet  d'une  infinité  d'angles  solides  qui  com- 
posent tout  l'espace  autour  de  lui,  et  cherchons  la  résul- 
tante de  l'action  des  deux  parties  comprises  dans  un  quel- 
conque de  ces  angles  et  son  opposé  au  sommet.  Soit  DCAB 
une  des  arêtes  de  cet  angle  ;  on  aura  AB  =  CD  par  la  simi- 
litude des  deux  ellipsoïdes.  Si  nous  désignons  par  w  la 
mesure  de  l'angle    solide,    nous   pourrons  décomposer   le 
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solide  AB  en  éléments  dont  les  épaisseurs  PQ  formeront 

la  droite  Al),  et  dont  l'expression  sera  tùr*dr\  multipliant 

?f\*-  n  m  '  i 

par  ■ — —  >  on  aura  1  attraction  que  cet  élément  exerce  sur  le 

point  M-,  on  trouve  ainsi  pfp.<ùdr,  et  la  somme  pfy.oi.AV> 
exprimera  l'attraction  de  la  matière  contenue  dans  AB.  On 
tromera  de  même  pf pu. CD  pour  l'attraction  de  la  matière 
contenue  dans  la  partie  CD;  et  comme  les  droites  AB  et  CD 
sont  égales,  ces  attractions  seront  égales,  et,  par  consé- 
quent, se  détruiront.  Donc,  comme  il  en  sera  ainsi  pour 
tous  les  angles  solides  autour  de  M ,  le  solide  homogène 
compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  quelconques 
n'exerce  aucune  attraction  sur  un  point  situé  dans  l'inté- 
rieur de  sa  plus  petite  surface. 

Celle  proposition,  étant  indépendante  de  l'épaisseur,  a 
lieu  aussi  pour  une  couche  infiniment  mince.  Donc  elle  est 
encore  vraie  pour  un  solide  d'une  épaisseur  quelconque 
composé  de  couches  homogènes  comprises  entre  des  ellip- 
soïdes semblables ,  et  dont  la  nature  varie  d'une  manière 
quelconque  de  l'une  à  l'autre. 

1G(3.  Surfaces  de  niveau.  —  On  appelle  ainsi  celles  sur 
lesquelles  un  point  matériel  posé  resterait  en  équilibre  sous 
l'influence  des  forces  du  système. 

Considérons  donc  un  corps  quelconque  qui  attire  un 
point  suivant  une  loi  quelconque;  ou  aura,  d'après  ce  qui 
précède  - 

rfU        „  rfU       _  r/U 


X  —  —  p.  —7—  1       Y  =r  —   u.  —^  ■>       Z  = 


pour  (pic  la  résultante  soit  perpendiculaire  à  la  surface  sur 
laquelle  le  point  peut  se  mouvoir,  il  faut  qu'on  ait  pour 
tous  les  déplacements  sur  celle  surface, 

Xrfa  -{-  \  <l',   f  Zdy        o, 
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OU 

d\J  ,         d\}   lf       dV  , 

-T  '{*  +  -r&  dî  +  -y  du  =  o, 

a  a  d<>  ari 

ce  qui  prouve  que  U  est  constant.  L'équation  des  surfaces  de 

niveau  relatives  à  l'attraction  ou  à  la  répulsion  du  corps  est 

donc 

U  =  c, 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 

Quand  l'attraction  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  celte  équation  devient  V  =  c. 

167.  La  fonction  Y  jouit  d'une  propriété  remarquable, 
qui  est  d'une  grande  utilité  pour  la  détermination  de  sa  va- 
leur. 

D'après  la  valeur  de  /',  on  a 

d-  dl-  p         di 

r        x  —  a  r        y  —  g  r      .  z  —  7 

dy.  r3  d"  r  d-j  1 

d*~         1,  d*-         0/ 

r ci  [x  —  y.y        1  /  ô  [y  —  6  ■'         1 

d  y.  rh  1  d'r  r*  r' 

r  i  [z  —  7  )■  1 

r/ 7  /  /• 

«Ton  l'on  conclut 


rf«I       rf-i       d*1- 


rfa5     '     r/?J 


Mais,  puisque  l'on  a  \  =  1    1    1  t — •  du  étant  l'élémenl 

de  volume,  et  que.  pour  différentier  une  intégrale  par  rap- 
port  à   fies  quantités  considérées  comme  constantes  dans 
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l'intégration,  et  qui  n'entrent  pas  dans  les  limites  do 
cette  intégrale,  il  suflit  de  différentiel'  sous  le  signe  f,  on 
aura 

s = jx/v  •  *  ■  le = //jwr  -  *  • 

pourvu,  toutefois  ,  que  la  fonction  -    ne    devienne    infinie 

pour  aucune  valeur  comprise  dans  les  limites  de  l'intégra- 
tion ;  car  on  sait  que,  dans  ce  cas,  la  diflerentiation  sous  le 
signe  f  peut  donner  des  résultats  inexacts. 

Donc,  si  le  point  a,  o  ,  y  ne  fait  pas  partie  du  corps  atti- 
rant ,  on  aura 

d-X       d-V       d2\ 

Si  le  point  fait  partie  du  corps,  on  concevra  une  sphère  infi- 
niment petite  dans  l'intérieur  de  laquelle  il  sera  compris: 
la  fonction  V,  considérée  pour  tout  le  reste  du  corps,  satis- 
fera à  l'équation  ci-dessus. 

Soit  g  la  densité  du  corps  au  point  attiré,  ce  sera  aussi 
celle  de  la  petite  sphère.  Les  composantes  de  l'attraction  de 
la  sphère  sur  ce  point,  qui  est  dans  son  intérieur,  seront 
donc  respectivement 

-  ^,/p  («  -  a),      -\r.v.fo  («-*),       -  !*«/>  (v  -  e), 

a,  b,  c  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  petite  sphère; 
on  aura  donc,  en  appelant  \  '  la  partie  de  ^  qui  se  rapporte 
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à  cette  sphère. 

'/v'  4      ,  x       rfv'  4      ^      , 


il  où 


—  =  -r^7- 


r/2V        rf2V        ^/2V 


rfa2  </g2 


et,  par  conséquent  $ 

,    ,  d'Y       d'Y       d'Y 

^  ^  +  -^  +  7^=~47rp' 

la  valeur  de  p  se  rapportant  au  point  attiré. 

jNous  allons  montrer,  par  quelques  exemples  très-simples, 
comment  les  équations  (1)  et  (2)  peuvent  servir  à  déter- 
miner la  fonction  Y  dont  se  déduisent  les  trois  composantes 
de  l'attraction. 

168.  application  à  la  sphère.  —  La  sphère  étant  sup- 
posée formée  de  couches  homogènes,  V  sera  fonction  de  la 
distance  r  du  centre  de  la  sphère  au  point  attiré  ;  la  résul- 
tante de  l'attraction  sera  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint 

ces  deux  points,  et  représentée  par  p.  -f  -j— 

L'équation  /'2  =a2+ê2  +  '/'  donnera 

1 

-  5 


dr         oc        dr         6 

dr 

dy.         r         d%         r 

dy  -  ] 

cl  Ion  aura,  par  suite, 

d'Y  __*!  d'Y        1  dY 
dot?         r2   dr'          r  dr 

y.'  dY 
r3  dr 

d'Y       62  d'Y       1  dY 
~d~iï~~7'  ~d?-  +  r  ~dr~ 

S2  dY 

~7i~d7- 

d'Y  _f  d'Y        1  d\ 
dy1        1  -  dr           r   dr 

y'  dY 
r    di 
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cl  ajoutant  ces  trois  dernières  équations,  on  aura,  en  sup- 
posant d'abord  le  point  hors  de  la  splière , 

r/JV  2   f/V 

XîH r=o. 

ai  ■  r   dr 

La  fonction  V  dépend  donc  alors  dune  équation  qui  ne 

renferme  pas  de  différentielles  partielles.  En  la  multipliant 

dV 
par  r2,  son  premier  membre  devient  la  dérivée  de  /,2  —r-- 

1  dr 

On  aura  donc,  en  désignant  parc  une  constante  arbitraire, 

d\  _  c 
dr         r- 

Supposons  d'abord  que  la  sphère  soit  creuse  et  que  le 
point  soit  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite  surface  dont  nous 
désignerons  le  rayon  par  Rt.  L'attraction  devant  évidem- 
ment être  nulle  pour  /•=  o,  il  faut  qu'on  ait 

d\ 
c  =  o,     et ,  par  suite,     —  =  o. 
dr 

Donc  les  composantes  de  l'attraction  sont  toujours  nulles, 
et  le  point  est  en  équilibre,  quelque  position  qu  il  occupe 
dans  la  partie  vide  de  la  sphère.  Supposons  ,  en  second 
lieu  ,  que  le  point  fasse  partie  de  la  masse  de  la  sphère,  on  a 

d   V        ?.d\ 

TP+'r  *  =  -***' 

p  étant  une  fonction  donnée  de  r. 

Multipliant  par  r2  et  intégrant  à  partir  de  R, ,  il  vient, 

,  dV  ,  ,  i  •  ,     l'- 

en observant  que  —  étant  nul  pour  tous  les  points  de  1  in- 
térieur, l'est  aussi  à  la  limite  R,  , 


— —  =  —  l\  -   I      or   dr. 
dr  J\\,  ' 


■:« 
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Or.  I     £itr*pdr  est  la  masse  comprise  entre  cette  surface 
Jr, 

et  la  sphère  qui  passe  par  le  point  attiré.  Si  on  la  désigne 

par  M',  on  aura 

rfV_         M' 

~dr  ~  ~~  T7' 

La  valeur  absolue  de  l'attraction  sera  donc :  elle  est  la 

ri     i 

même  que  si  la  masse  M'  agissait  seule  et  était  réunie  au 
centre. 

Si  le  point  attiré  est  sur  la  surface  extérieure  ayant  pour 
rayon  R,  on  aura,  en  désignant  par  M  la  masse  totale  de  la 

sphère  creuse. 

dV  _         M 
~dr  ~  ~  R*' 

et  l'attraction  exercée  sur  le  point  aura  pour  expression 

R: 

Enfin,  considérons  un  point  extérieur  à  la  sphère,  c'est- 
à-dire  pour  lequel  on  ait  r^>R,  on  aura,  comme  dans  le 

premier  cas , 

dV  __  c 

dr        r2 

mais ,  à  cause  de  la  discontinuité  provenant  des  points  de  la 
masse,  la  constante  c  n  est  pas  assujettie  a  avoir  la  même 
valeur  que  pour  les  points  intérieurs.  Pour  la  détermi- 
ner, on  fera  r  =  R ,  et  l'on  devra  trouver,  d'après  le  cas  pré- 
cédent, 

dV  M 

-=--:     donc     C==_M, 

et  l'on  aura  pour  tous  les  points  extérieurs  , 

dV_        M 

dr 


PBEMIKRE     \\\1K     —    STATIQUE.  I  -  5 

L  attraclion  aura  ilonc  pour  expression 

M  F./ 

—  ? 

/- 

et  l'on  en  conclut  ce  théorème  : 

Une  sphère  creuse  composée  de  couches  concentriques 
homogènes  exerce  sur  les  points  extérieurs  la  même  action 
que  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

169.  application  au  cylindre  indéfini.  —  Considérons 
maintenant  un  cylindre  creux  indéfini  composé  de  couches 
homogènes  dont  la  densité  n'est  fonction  que  de  la  distance 
à  l'axe  de  ce  cylindre,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  z  : 
son  action  sur  un  point  quelconque  sera  dirigée  vers  le 
point  où  l'axe  est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire ,  mené 
par  le  point  attiré.  Nous  prendrons  ce  point  de  l'axe  pour 
origine,  et  nous  désignerons  par  r  sa  distance  au  poinl 
attiré;  l'attraction  ne  dépendra  que  de  /•,  et  son  expression 

sera 

dV 
^J   dr  • 

Or,  pour  les  points  qui  ne  font  pas  partie  de  la  masse  du 
cylindre,  ou  aura,  eu  observant  que  Y  est  indépendant  de  y. 

d'Y       d-V  __ 

~dls  ~^  ~dT'  ~  ° '' 

d'où 


rf'V         i  d\ 
dr1         r  dr 

Multipliant  par  r. 

on  a 

"(41)- 

d'où 

rfV        c 

Tr~V 

c  étani  une  constante  arbitraire 
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Mais  remarquons ,  comme  dans  le  cas  d'une  sphère  creuse , 
que  les  points  extérieurs  et  les  points  intérieurs  à  la  couche 
cylindrique  étant  séparés  par  ceux  de  la  masse  de  cette  cou- 
che, pour  lesquels  les  circonstances  sont  différentes ,  il  n'y 
a  pas  continuité  en  passant,  des  valeurs  de  r  plus  grandes 
que  le  rayon  de  la  surface  extérieure  du  cylindre,  aux  va- 
leurs de  r  plus  petites  que  le  rayon  de  la  surface  intérieure. 

Pour  les  points  de  l'intérieur  de  cette  surface,  la  valeur 
de  c  est  invariable;  or  elle  est  évidemment  nulle  pour 
r  =  o;  donc  on  a,  pour  tous  les  points  de  l'intérieur, 

dV 

^  =  °- 

D'où  l'on  conclut  qu'un  cylindre  creux  indéfini,  composé 

de   couches  concentriques   homogènes ,    n 'exerce   aucune 

action  sur  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  sa  surjace 

interne. 

On   démontrerait   directement  cette   proposition   de   la 

même  manière  que  pour  l'ellipsoïde  creux. 

dV 
Cherchons  maintenant  la  valeur  de  —  pour  les   points 

appartenant  à  la  masse  du  cylindre  5  pour  ces  points,  on  a 

d'Y       1  r/V  . 

-7-7  -+---7-=  —  4™; 

dr'         r  dr 

et  l'on  trouve  pai  l'intégration,  en  désignant  par  R,  le  ravon 
de  la  surface  intérieure , 


4-jT 


d\ 

,j  r  dr, 
dr 


T,      ,  ,  dV 

11  n  v  a  pas  de  constante  a  aioutcr,  parce  que  —  est  nul 

1  *        dr 

pour  /•=  R,,  puisqu'il  l'est  pour  tous  les  points  de  l'inté- 
rieur de  la  surface  dont  le  ravon  est  R,.  En  faisant  r  =  R, 
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on  obtient 

rfV         4*  rn 


rfv        4*  C      / 

= —    I       ordr. 

<<'•  R  A.  ' 


Pour  les  points  extérieurs  on  doit  avoir 

dX  _  C 
1?  ~  r' 

Faisant  /==R,  on  trouve,  en  vertu  de  l'équation   précé- 
dente, 

rR 

C  =  —   4  77      /  O/V/V. 

La  constante  étant  ainsi  déterminée,  on  aura  pour  toute 
les  valeurs  de  /•  plus  grandes  que  R  , 

d\  _  C 

dr  r 

et  l'attraction  du  cylindre  aura  pour  expression 

r 

On  voit  quelle  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  du 
point  «à  Taxe  du  cylindre. 

Attraction  des  ellipsoïdes. 

170.  Pour  connaître  les  trois  composantes  de  l'attraction 
d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point ,  on  décomposera  ce 
corps  en  couches  infiniment  peu  (-paisses,  par  une  série  de 
surfaces  semblables  à  celle  qui  le  termine  ;  on  cherchera  les 
composantes  de  l'attraction  d'une  quelconque  de  ces  cou- 
ches, en  fonction  du  paramètre  qui  détermine  une  des  sur- 
faces de  cette  couche,  et  de  son  épaisseur;  puis  on  intégrera 
ces  trois  expressions  différentielles  en  faisant  varier  le  pa- 

I.  I?! 
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ramètre    entre  les  limites  correspondantes    aux    surfaces 
extrêmes  que  Ton  doit  considérer. 

Si  l'ellipsoïde  est  plein,  les  surfaces  limites  seront  celle 
de  cet  ellipsoïde,  et  son  centre. 

Si  le  solide  attirant  est  compris  entre  les  surfaces  de 
deux  ellipsoïdes  semblables ,  ces  surfaces  seront  les  deux 
limites. 

Mais  si  le  point  attiré  se  trouvait  dans  l'intérieur  du 
solide ,  il  serait  inutile  de  considérer  la  partie  située  au  delà 
de  la  surface  d'un  ellipsoïde  semblable  passant  par  ce  point, 
parce  que  l'on  sait  que  son  action  est  nulle. 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas ,  la  question  revient 
à  calculer  les  trois  composantes  de  l'attraction  d'une  cou- 
che comprise  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  et  infini- 
ment rapprochés ,  sur  un  point  situé  en  dehors  de  cette 
couche,  ou  sur  sa  surface. 

Nous  commencerons  par  établir  quelques  propositions 
qui  ramènent  ce  problème  au  cas  où  le  point  attiré  est 
situé  sur  la  surface  extérieure  de  la  couche.  Ces  proposi- 
tions et  les  calculs  qui  suivent  sont  tirés  des  Mémoires  de 
M.  Chasles. 

Comparaison  de  l'action  de  deux  couches  homofocales 
sur  un  même  point  extérieur. 

171.  Considérons  une  couche  homogène  comprise  entre 
deux  ellipsoïdes  semblables,  infiniment  rapprochés. Les  com- 
posantes de  son  action  sur  un  point  extérieur  M  [fig-  41) 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  sont  proportionnelles 
aux  dérivées  partielles  par  rapport  à  x ,  d'une  fonction  V 
qui  exprime  la  somme  des  masses  des  éléments  de  la  couche, 
divisées  par  leurs  distances  au  point  M. 

Considérons,    en  second  lieu,   une    couche   homogène 
une  densité  quelconque,  comprise  entre  deux  ellipsoïdes 
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semblables  entre  eux,  dont  l'extérieur  passe  par  M,  et  qui 
soient  respectivement  homofocaux  avec  ceux  qui  terminent 
la  première  couche }  ces  deux  ellipsoïdes  seront  complète- 
ment déterminés ,  et  les  axes  de  même  direction  seront  dans 
le  même  rapport  dans  les  deux  systèmes. 

Désignons  généralement  par  points  correspondants  sur 
les  surlaces  de  deux  ellipsoïdes  quelconques  ,  ceux  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement  entre  elles  comme  les 
axes  qui  leur  sont  parallèles.  Il  est  facile  de  reconnaître 
que,  quand  ces  ellipsoïdes  sont  homofocaux,  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  l'un  à  un  point  quelconque  de 
l'autre  est  égale  à  la  distance  des  points  respectivement 
correspondants. 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  des  deux  sui- 
vantes, dont  la  démonstration  est  trop  facile  pour  que  nous 
la  rapportions  : 

i°.  La  différence  des  carrés  des  distances  du  centime  à 
deux  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes  homofo- 
caux est  constante; 

2°.  Le  produit  de  deux  rayons  quelconques ,  pris  res- 
pectivement dans  les  deux  ellipsoïdes ,  par  le  cosinus  de 
leur  angle,  est  le  même  que  pour  les  rayons  menés  aux 
points  correspondants . 

La  somme  des  carrés  de  ces  rayons  est  aussi  la  même  de 
part  et  d'autre,  en  vertu  de  la  première  proposition.  D'où 
résulte  le  théorème  en  question. 

On  voit  facilement  aussi  que  si  l'on  considère  les  deux 
'couches  homofocales  dont  il  a  été  déjà  parlé,  tout  point 
pris  dans  l'épaisseur  de  l'une  a  son  correspondant  dans 
l'autre  \  et  deux  portions  terminées  à  des  surfaces  dont  tous 
les  points  sont  correspondants  dans  les  deux  couches,  sont 
proportionnelles  aux  produits  des  trois  coordonnées  des 
points  correspondants,  ou  aux  produits  des  axes  des  ellip- 
soïdes intérieurs  ou  eXtéi  ieurs,  et,  par  suite,  aux  volumes 

12. 
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des  deux  couclies;  car  on  peut  décomposer  ces  deux  vo- 
lumes en  parallélépipèdes  infiniment  petits  ayant  leurs 
arêtes  parallèles  aux  axes,  et  leurs  sommets  en  des  points 
correspondants.  Les  arêtes  de  ces  parallélipipèdes  seront 
proportionnelles  aux  axes  parallèles-,  les  volumes  seront 
donc  proportionnels  aux  produits  des  trois  axes  respectifs, 
et,  par  conséquent,  leurs  sommes  ou  les  deux  volumes  en 
question  le  seront  aussi  comme  nous  lavons  annoncé. 

Cela  posé,  partageons  le  volume  de  la  couche  proposée 
en  éléments  infiniment  petits,  et  divisons  la  masse  de  cha- 
cun d'eux  par  la  distance  au  point  M,  de  l'un  quelconque  de 
ses  points,  que  l'on  pourra  choisir  sur  la  surface  même  de 
l'ellipsoïde  passant  en  M',  vu  l'épaisseur  infiniment  petite 
de  la  couche;  nous  aurons  ainsi  tous  les  éléments  de  l'inté- 
grale Y.  Partageons  ensuite  le  volume  de  la  seconde  en  élé- 
ments correspondants  ,  et  divisons  la  masse  de  chacun  par 
la  distance  au  point  M'  correspondant  de  M  sur  la  surface 
extérieure  de  la  couche  donnée.  Deux  éléments  correspon- 
dants étant  entre  eux  comme  les  couches  entières,  et  leurs 
distances  aux  points  correspondants  M,  M'  étant  égales, 
les  deux  sommes  ou  les  deux  fonctions  \  seront  aussi  entre 
elles  comme  les  masses  des  deux  couches.  Or,  la  fonc- 
tion V,  qui  se  rapporte  à  la  couche  passant  par  M,  est 
constante  pour  tous  les  points  de  son  intérieur,  et,  par 
conséquent,  pour  tous  ceux  de  la  surface  extérieure  de  la 
couche  passant  par  M'  :  donc  aussi  la  fonction  V  sera  con- 
stante pour  la  couche  proposée,  quelque  position  que  l'on 
donne  au  point  M  sur  l'ellipsoïde  homofocal  passant  par  M. 
Donc  la  résultante  de  l'attraction  de  la  couche  proposée 
sur  le  point  M  est  normale  à  l 'ellipsoïde  homofocal 
passant  par  ce  point. 

«Nous  pouvons  maintenant  comparer  les  actions  exercées 
sur  le  point  M  par  la  première  couche,  et  une  autre  dont 
les  doux  surfaces  semblables  seraient  homofocales  à  celles 
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de  la  première,  et  seraient  comprises  entre  elles  et  celle  qui 
passe  par  M.  En  elfet,  les  fonctions  \'  qu'elles  fourniraient 
relativement  au  point  M,  étant  divisées  par  leurs  masses 
respectives,  donnent  le  même  résultat,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  précédemment.  D'où  il  suit  que  les  dérivées  partielles 
de  ces  deux  fonctions  sont,  comme  elles-mêmes,  dans  le 
rapport  des  masses  des  deux  couches-,  et,  par  conséquent, 
les  résultantes  des  attractions  de  ces  deux  couches  sur  un 
même  point  extérieur  sont  de  même  direction ,  et  propor- 
tionnelles à  leurs  masses  (*). 

Enfin  cette  proposition  nous  conduit  à  la  réduction  que 
nous  avions  annoncée.  En  effet,  nous  pouvons  supposer 
que  la  couche  dont  nous  venons  de  comparer  l'action  à 
celle  de  la  proposée,  vienne  se  confondre  avec  celle  dont  la 
surface  extérieure  passe  par  le  point  M.  Ces  deux  actions 
étant  de  même  sens,  et  proportionnelles  aux  masses  des  deux 
couches,  l'une  délies  détermine  l'autre.  D'où  l'on  voit  que, 
pour  reconnaître  l'action  d'une  couche  sur  un  point  exté- 
rieur, il  suffit  de  calculer  celle  qu  'exerce  sur  ce  même  point 
une  couche  homojbcale  et  de  même  matière ,  dont  la  sur- 
face extérieure  passera  par  ce  point,  et  de  la  multiplier 
par  le  rapport  du  volume  de  la  première  à  celui  de  la 
seconde,  sans  rien  changer  à  sa  direction. 

Calcul  de  l'action  d'une  couche  elliptique  sur  un  point 
de  sa  surface. 

172.  Soit  M  (fig.  42)  un  point  quelconque  de  la  surface 
extérieure  d'une  couche  homogène,  comprise  entre  deux 

(*)  Celle  proposition  conduit  facilement,  comme  l'a  montré  M,  Chastes, 
et  comme  nous  le  ferons  voir  bientôt,  au  célèbre  théorème  de  Maclaurin , 
par  lequel  on  ramène  le  calcul  «le  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  soi 
un  point  extérieur  à  celui  d'un  autre  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa  surface  ; 
problème  plus  facile  et  qu'on  i    i udre  longtemps  avant  l'autre 
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ellipsoïdes  semblables  et  infiniment  rapprochés.  L  attraction 
de  cette  couche  sur  ce  point  sera  dirigée  suivant  la  normale 
MN  à  l'ellipsoïde  extérieur;  de  sorte  qu'on  pourra  rem- 
placer chaque  action  élémentaire  par  sa  composante,  sui- 
vant MN. 

Considérons  le  point  M  comme  sommet  dune  infinité 
d  angles  solides,  composant  l'espace  situé  d'un  même  côté 
du  plan  tangent. 

Soient  d w  l'un  quelconque  de  ces  angles,  et  MM'  la  di- 
rection d'une  de  ces  arêtes  :  on  peut  décomposer  la  partie 
de  la  couche  qu'il  renferme  en  éléments  dont  le  volume 
aura  pour  expression  r'drdw,  r  étant  leur  distance  au 
point  M.  Multipliant  par  la  densité  p,  par  la  force  attrac- 
tive y  de  deux  unités  de  masse,  situées  à  l'unité  de  dis- 
tance, par  la  masse  f/  du  point  supposé  en  M,  et  divi- 
sant par  le  carré  de  la  distance,  on  aura  l'attraction  de 
l'élément  de  la  couche  sur  la  masse  u  ;   son   expression 

sera 

pfp  drd  «; 

intégrant  de  M  à  P,  on  aura 

p/pMPf/w; 

intégrant  ensuite  de  P'  à  M',  on  trouvera 

p/p.  M'P'rfw. 

Or,  M'P'  ==  MP,  puisque  les  deux  ellipsoïdes  sont  sembla- 
bles ;  donc  l'attraction  de  la  partie  comprise  dans  l'angle  d<a 

se  réduira  à 

2p/piMPrfM. 

Multipliant  cette  force  par  cos  PMK ,  on  aura  sa  composante 
suivant  la  normale,  et  l'on  obtiendra  ainsi,  en  observant 
queMPcosPMK  =  MK, 

2  p/pMKrfw. 
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Cette  expression  n'est  exacte  qu'en  supposant  l'arc  PK 
infiniment  petit,  comme  cela  a  lieu  ici,  puisque  MK  est 
infiniment  petit. 

L'angle  extrême  KMP  est  droit ,  parce  que  PK  est  un  infi- 
niment petit  d'un  ordre  moins  élevé  que  MK;  de  sorte  que  . 
si  l'on  fait  la  somme  de  toutes  les  expressions  semblables , 
pour  tous  les  éléments  c/w,  on  aura,  pour  l'action  de  la 
couche  entière. 

Au  lieu  de  l'épaisseur  MK  de  la  couche  au  point  M,  il  vaut 
mieux  introduire  la  différence  des  demi-grands  axes  a  et 
a  -+-  da  des  deux  surfaces. 
Or  on  a 

MK       QO        ,,   ,  nn  MI 

==  -=-  i     don      MK  =  QO  — —  - 

MI        MO  v     MO 

.,  ,  MI  MI        da     _.  ,, 

et  1  on  peut  remplacer  — —  par  — -  ou  —  iionc  i  action  de 
r  r  MO  L       10         a 

la  couche  aura  pour  expression 

da 


4  «  •/>  p 


a 


P  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
tangent  en  M. 

Les  composantes  de  cette  action  ,  parallèlement  aux  axes 
positifs  des  x,  r,  z,  s'obtiendront  en  la  multipliant  par  les 
cosinus  des  angles  que  forme  avec  ces  axes  la  direction  in- 
térieure de  la  normale.  Désignant  par  a ,  b ,  c  les  demi-axes 
de  1" ellipsoïde,  et  par  .r,  y,  z  les  coordonnées  de  M,  ces 
cosinus  ont  pour  valeurs 

—  Vx       —  Pj       —  Vz 


Les  trois  <  omposantes  auront  doni 
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expressions 

r       r    Wxda             r       r    V-ydu 

4*P/p    flc2    5 

b*çJv-    ai   »        q^p/p-   ab2  ' 

la  valeur  de  P2  étant 

X'           Y'           Z 

h  - ! 

a*        b*       c1 

«-V                                    1                                                        1  >                >          1              '          1  •  . 

,     r/<v          r/Z»          rfc 

les  expressions  des  deux  dernières  composantes  se  dédui- 
raient de  la  première  en  changeant  x  et  a  eny  et  b ,  ou  en  z 
et  c. 

Calcul  des  composantes  de  l'attraction   d'un   ellipsoïde 
sur  un  point  extérieur. 

1 73.  Soient  A ,  B ,  C  les  demi-axes  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène, A  étant  le  plus  petit,  et  posons 

B2— A2       ,         C2  — A2 

A'  A2 

Désignons  par  a ,  6 ,  y  les  coordonnées  d'un  point  extérieur  5 
il  s'agit  de  calculer  les  composantes  X ,  Y,  Z  de  l'attraction 
de  l'ellipsoïde  sur  ce  point,  auquel  nous  supposons  l'unité 
de  masse. 

Décomposons  ce  corps  en  couches  infiniment  peu  épaisses, 
par  des  ellipsoïdes  semblables.  Soient  a  et  a  — da  les  demi- 
axes  des  x  des  deux  surfaces  qui  terminent  une  couche  quel- 
conque, les  autres  axes  s'ensuivront;  et,  lorsque  nous  au- 
rons calculé  les  composantes  de  l'action  de  cette  couche,  il 
suffira  de  les  intégrer  par  rapport  à  a ,  depuis  a  =  o  jusqu'à 
a  =  A,  si  l'ellipsoïde  est  plein.  Dans  le  cas  où  il  s'agirait 
d'un  solide  creux  terminé  par  deux  ellipsoïdes  semblables. 
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on  intégrerait  depuis  la  valeur  de  a  relative  à  la  surface 
intérieure  jusqu'à  a  =  A. 

Substituons  à  la  couche  en  question  une  couche  terminée 
par  des  ellipsoïdes  semblables  entre  eux,  homofocaux  à  ceux 
qui  terminent  la  première,  et  tels  que  le  plus  grand  passe 
par  le  point  M. 

Soient  a',  b\  c'  et  a'  —  da',  U  —  db' ,  c'  —  de'  les  demi- 
axes  de  ces  deux  ellipsoïdes ,  on  aura  les  relations  sui- 
vantes : 


a' 

—  a2=  h'*  — 

/;;  =  c'2  —  c 

da        da' 

a         b         c 

/     \  oc  o  7 


les  composantes  de  l'action  de  celte  couche  sur  le  point  M 
seront 

_4^/a__,    _47Tf/ê__,    _4^/v__r. 

Si  on  les  multiplie  par    ,,,,->  on  aura  les  composantes  de 

l'action  de  la  couche  en  question  \  et  l'on  trouvera  ainsi ,  en 

,  da '  da 

remplaçant  — -  par  — •> 
*■      *  a    *■  a 

/Y  /         /■      P'lbcfla 

,v  f        feVnbcda 


,  P'^bcda 

«Z  =  —  4  ffp/7  ■ 

c  -  a    b 


■ 


(l  ou       '/ 
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et ,  en  vertu  des  équations  (i) , 


b'  =  a  \]u~2  H-  V ,     c'  =  a  \Jw~-  -f-  V% 


A  B  C 

o  =  a  - ■  ■>  c  =  a-  j 

A  A 


l'équation  (2)  donnera 


(3)  a2K2  + 


r      _ 


x/s 


a 


Ainsi  a  et,  par  suite,  a\  £>',  c'  dépendent  de  u. 

Il  reste  à  exprimer  P'2  en  fonction  de  u ,  et  les  compo- 
santes élémentaires  dX,  r/Y,  r/Z  seront  ramenées  à  cette 
seule  variable. 

Or,  on  a 


P'2  = 


! h  —         a3 

«'«  ^  //1  ^  //< 


v)2     [ù-'-hwy 


Différentiant  l'équation  (3) ,  pour  exprimer  da  au  moyen 
de  du,  et  ayant  égard  à  la  valeur  de  P/2,  on  trouvera 


P'2  da  =  a'3  du  , 


d'où 


.  bc  du 

dX  =  —  ^pJ^jr-r, 

a'-  bc 
dY=  —^p/S^-fdu, 

dZ  =  —  fa?/*,  ^y  dll. 

Remplaçant  b  ,  c,  a',  b.  <■'  par  leurs  valeurs  en  a  et  u,  a 
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disparaît,  et  il  vient,  en  introduisant  la  masse  M  =  -~iio  ABC, 

3M/a  u- du 

«X  =  — 


A3  -  - 

(1  -+-  Vu-)2  (1  H-  Y2u2)2 


(4: 


__        3M/ê  a'rfa 


A'     (i+Vtfj^i-f-V»»»)1 


3  M/7  «2*/« 


A'       (ï+A'M'ni-f-V'à*] 


Si  l'on  intègre  ces  valeurs  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  — ;•> 

A'  étant  le  demi-axe  des  x  de  l'ellipsoïde  liomofocal  pas- 
sant par  le  point  donné,  on  aura  les  composantes  de  l'at- 
traction totale  ;  leurs  expressions  seront 


3  M/a     /»A'  u\lu 

X  =  — 


M/g     /*< 
A3        / 

t/O 


(l   +  X2«2)2  (i    +   /"« 


I„2\2 


A 


(5)       ^Y  = 


3  M/ê    /»A'  «2rf« 


Z  =  — 


(1  +  Va*)*  (1  +  V2k')2 

A_ 
3  M/y     /»A'  «v« 

A3    X      (i  +  Vé»)*(i  +À'2«2f 


\ 
A'  étant  donné  par  l'équation  suivante  : 

62  72 


A'2       A"  +  B2  —  A2       A',-t-C2  — A2~    ' 

cette  équation  ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur  positive 
pour  A'2.  Les  deux  valeurs  négatives  se  rapportent  aux  hy- 
perboloïdes  homofocaux . 
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Si  le  point  p  se  trouve  à  la  surface  même  de  l'ellipsoïde, 
on  a  A'  =  A ,  et  la  seconde  limite  des  intégrales  est  i  :  ce 
qui  donne  pour  les  composantes  de  Faction  sur  un  point  de 
la  surface  de  l'ellipsoïde, 


_  3  M  y  a     f*  u- du 

J\.  —  — 


Y_      3M/e 


u 


A3 


c« 

+  Vu 

•)'(!  + 

vue-y 

[ 

udu 

(« 

■+-  X5  u 

u'1  du 

a': 

'«')* 

-'o 


)/3«2)" 


Si  le  point  est  intérieur  à  l'ellipsoïde ,  on  ne  devra  con- 
sidérer que  l'action  d'un  ellipsoïde  semblable  passant  par  ce 
point.  Mais  le  rapport  de  sa  masse  au  cube  de  son  demi-axe 
des  x  sera  le  même  que  pour  l'ellipsoïde  proposé  ;  on  pourra 

donc  laisser  —  dans  les  formules  (6)  qui  représenteront  en- 
core les  composantes  cherchées. 

On  reconnaît  alors  cette  propriété  remarquable ,  que 
chaque  composante  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un 
point  intérieur  ne  dépend  que  de  la  coordonnée  parallèle, 
et  lui  est  proportionnelle- 

On  peut  remarquer  que  les  formules  (5)  peuvent  se  dé- 
duire de  la  seule  intégrale  qui  entre  dans  la  première.  Soit, 
en  effet , 


udu 


l        (' 


+  vu-y  {1  +v*uty 
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on  trouvera  ,  en  dillerentiant  LA  par  rapport  à  a, 

A 

r/./L  /»A'  tC-du 


/A'  y?  dix 

(i+V.»/(. 


X'*a2V 


et,  diuerentiant  À'L  par  rapport  à  /', 


A 
d.\'L  /^Â7  K'rfa 


/         (i+X'b2)-'  (*  4-a"»»)' 


ce  qui  cliangera  les  équations  (5)  dans  les  suivantes  : 
3M/a_  v_        3M/6rf.XL 

A.  —  —   L  «  i    —  —  , 

A3  A3  dl 

3  M  /y  r/.  X'L 

~  Â3""       rfX      ' 

mais  il  faut  bien  remarquer  que,  quand  on  aura  V  =  À, 
il  ne  faudra  faire  cette  supposition  qu'après  avoir  diffé- 
rentié  a L  et  /'L. 

174.  Ellipsoïde  de  révolution  aplati.  —  Si  Ion  suppose 
B  =  C,  on  a  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux  pôles; 
dans  ce  cas,  V  =  a,  et  l'on  trouve 


X  =  — 


A  A 

3M/a     /*A'     ,^,/rt  3  M/S     C*  _iûdu_ 

~    A3          /           I  -h  A2  «2  '  "~—        A3           /           (l-+-X2K2)2 

«y(.  «/«> 

A3  /          (i  -f-X2//2/' 
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Or,  on  a 

r        a'du  *    /,  ï      X 

I      : — ■  =  -  (\u  —  arc  tang  ami, 

fu        u*du  i     /  lu       \ 

I      / r: — r  =  -r-    arc  tan3  À  K tt~~, 

J0     (l   +  V«>)'  2V\  b  l+\*U*) 

d'où  résulte 

_  3M/a/U  aA\ 

-' VÂT^-arctang^j, 

3  M/6  /  a  A  a  A  A' 

(T=-T^T7  (arctang— - 


1 a3  A3  \  D  A'        A'2+  a2A: 

3  MA  /  À  A 


a  À3  A 


/  a  A  ÀAA'      \ 

arc  tans  — ; ; : — r~  1  ' 

\  &  A'        A'2-+-ajA-7 


On  fera  A'  =  A  si  le  point  est  la  surface  même  de  l'el- 
lipsoïde. Si  a  =  o,  l'ellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère ,  et 
les  formules  (7)  coïncident  avec  celles  que  l'on  connaissait 
pour  ce  cas. 

1 7o.  Ellipsoïde  de  révolution  allongé.  —  L'ellipsoïde 
sera  encore  de  révolution  si  A  =  B,  mais  il  sera  allongé 
vers  les  pôles;  on  aura  alors  a  =  o,  et  les  formules  (5) 
deviendront 

A  A_ 

_       3 M/a     {**        a' du  3  M/g     /**'      u'du 

A 

3  M/y     r~£'        irdu 

A3        / 

Jo       (l+V»* 


z  =  — 

Or,  oji  a 

a1  du  u  y 

r  -}- a'-'k2)7 


l'(1        /   r     _1_    1  '  i  #/2  \  - 


PREMIERE    ANNÉE.     STATIQUE.  iqi 

et  l'intégrale  qui  entre  dans  Z  s'en  déduira  en  la  multi- 
pliant par  X'  et  diiïérentiant  le  produit  par  rapport  à  V ; 
on  trouvera  ainsi 

ru     u?du  i  r  , ya       1 

et .  par  suite, 

3M/BQ'A     /       j/JÂi         /)/A         /        V^ÂAl 

(8)  T--^L*vi+— Lb+v  '^Àr 


7  _      3M/7 


VA 
X'2A2  \  A' 


xA 


X'2A2 
4 


A'2_J 


L'ellipsoïde  se  réduira  encore  à  une  sphère  en  supposant 
C  =  A  ou  À'  =  05  les  formules  (8)  se  réduiront  à  £,  et, 
traitées  par  les  procédés  ordinaires  ,  elles   reproduiront 
encore  celles  qui  conviennent  à  ce  cas  particulier. 

Nous  allons  maintenant  faire  connaître  les  méthodes  au 
moyen  desquelles  on  résolvait  le  même  problème,  avant 
que  celle  de  M.  Chasles  fût  connue. 

autres  méthodes  pour  calculer  l'attraction  des 
ellipsoïdes. 

176.  Le  calcul  direct  de  .'attraction  d'un  ellipsoïde  ho- 
mogène sur  un  point  est  beaucoup  plus  facile  quand  ce 
point  est  dans  son  intérieur  ou  à  sa  surface  que  quand  il  lui 
est  extérieur.  C'est  le  cas  que  l'on  a  traité  d'abord;  on  a 
ramené  ce  calcul  à  des  quadratures  simples  ,  et  les  géomè- 
tres ont  dirigé  leurs  efforts  vers  la  réduction  du  second  Cas 
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au  premier.  Ils  ont  découvert  deux  théorèmes  qui  remplis- 
sent cet  objet  :  l'un,  qui  porte  le  nom  de  Maclaurin ,  quoi- 
qu'il n'ait  été  démoutré  par  ce  géomètre  que  dans  un  cas 
particulier;  l'autre  ,  qui  est  dû  à  Ivory.  Nous  allons  exposer 
ces  différentes  théories  qui  résolvent  aussi  complètement 
que  possible  ce  problème,  si  important  dans  la  théorie  du 
système  du  monde.  Poisson,  après  beaucoup  d'efforts,  est 
parvenu  à  faire  directement  le  calcul  de  l'intégration  pour 
le  point  extérieur  ;  mais  nous  ne  ferons  pas  connaître  ses 
recherches  sur  ce  point,  parce  que  les  calculs  sont  trop 
compliqués,  et  qu'ils  ne  nous  paraissent  pas  très-impor- 
tants pour  la  question  en  elle-même. 
Soit  l'équation  de  l'ellipsoïde 

x2       r2       z- 

-1  +  Ï3  +  -7  =  f  • 

a-        (>'       c- 

Soient  a ,  6  ,  y  les  coordonnées  du  point  intérieur  attiré  |U, 
auquel  nous  supposerons  une  masse  égale  à  l'unité  ;  p  la 
densité  de  la  matière  homogène  qui  compose  l'ellipsoïde; 
£ ,  »,  £  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  d'un 
rayon  vecteur  quelconque  mené  par  le  point  fx;  dtù  un 
angle  solide  infiniment  petit  dans  la  direction  de  ce  rayon, 
et  son  sommet  en  y.. 

Partageons  la  portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dans  cet 
angle  solide  ,  par  des  sphères  ayant  leurs  centres  en  y.  et  des 
rayons  r  croissants  par  différences  infiniment  petites  ch\ 
1  expression  d'un  quelconque  de  ces  éléments  de  volume 
sera  r*doi dr;  et  l'attraction  étant  supposée  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance ,  son  action  sur  le  point  p.  aura 
pour  expression 

fùdtùdr. 

Faisant  la  somme  des  actions  de  tous  les  éléments  qui  com- 
posent lande  solide  depuis  le  sommet  y.  jusqu'à  sa  rencon- 
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trc  avec  la  surface  de  l'ellipsoïde,  on  obtiendra,  en  dcsi- 
gnant  le  rayon  uM  par/\ 

fp  rdto. 

Les  trois  composantes  de  l'action  de  cette  portion  du  solide 
seront 

/orcosçr/w,     for  cosvdo>,     fpr  cosÇrfw. 

Soit  maintenant  r'  la  valeur  négative  du  rayon  pM'  de  la 
surface  de  l'ellipsoïde,  correspondante  aux  mêmes  angles  £, 
/j,  £.  En  prolongeant  en  sens  contraire  le  premier  angle  so- 
lide, on  aurait  à  faire  un  calcul  analogue  au  précédent; 
seulement  les  angles  relatifs  à  sa  direction  seraient  les  sup- 
pléments de  £ ,  ri ,  £,  et  la  valeur  absolue  du  rayon  vecteur 
serait  — /•';  de  sorte  que  les  composantes  de  la  force  pro- 
duite par  la  portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dans  ce  second 
angle  solide  auront  pour  expressions 

fpr'  cos  £<7o>,     /or'cosne/w,     for'  cos  ÇcIm. 
En  les  ajoutant  aux  premières,  on  aura 

•  4- r')  cosçc/o),     fp  [r  -+-  r')  cosv)rf&>,     fp  (r  -j-r')  cos  Cd  w , 

et  si  l'on  fait  la  somme  d'expressions  de  ce  genre  en  pre- 
nant pour  du  tous  les  éléments  d'une  demi-sphère  quel- 
conque ayant  son  centre  en  y.  et  pour  rayon  l'unité,  on  ob- 
tiendra les  composantes  X,  Y,  Z  de  l'action  de  l'ellipsoïde 
entier  sur  le  point  [x.  Pour  avoir  les  valeurs  de  /•  et  r',  il 
faut  rapporter  l'ellipsoïde  à  des  coordonnées  polaires,  au 
moyen  des  formules 

•r  =  y.  H-  /■  cos  £ ,      y  =  6  -f-  r  cos  n  ,      ;  =  '/  +  ''  cos  Ç , 
ce  qui  donne  pour  équation  de  l'ellipsoïde 

/>/•'  4-  7.  qr  —  l. 

i.  j3 
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En  posant 

COS'  ''         COS2  r,         COS5  Ç 

— --+--T-  +  —  =/>, 

r/-  «-  c- 

a  COS  H         ê  COS  >j  v  COS  'C 

— TT^  "+-  — T7-  +  — ^-  =  7, 


a5         ê2 


i-3  =  '» 


an  reconnaît  de  suite  que  les  deux  valeurs  de  r  données  par 
l'écrualion  ci-dessus,  pour  une  valeur  des  angles  £,  tj,  Ç, 
sont  de  signes  contraires,  puisque  /?  et  /  sont  essentielle- 
ment positifs;  et  l'on  aura 

2  7 
r-h  /•'  = -> 

Si  maintenant  l'on  observe  que,  pour  deux  directions  con- 

7         >  j 

traires,  -est  le  même,   au  signe  près,  et  que.   par  conse- 

,  1.7  cos  £     r/  cos  m     a  cos  C  ,  . 

nuent,  les  produits  = •>  •>  - sont  les  mêmes  en 

1  r  P  P  P 

grandeur  et  en  signe  pour  ces  deux  directions,  on  recon- 
naîtra qu'au  lieu  de  prendre  pour  les  directions  aM  de 
l'angle  solide  celles  qui  sont  d'un  même  côté  d'un  plan  pas- 
sant par  //,  on  peut  les  prendre  tout  autour  de  ce  point, 
pourvu  qu'on  divise  par  2  le  résultat.  Nous  aurons  donc,  en 
considérant  que  les  sommes  S  se  rapportent  à  toutes  les  di- 
rections autour  du  point  u. . 

q  COS  'C 


z  = 


r    V^  7  COS 


Parmi  les  sommes  partielles  dont  se  composeront  les  va- 
leurs de  X.  î  .  Z.  quand  on  aura  substitué  à  q  sa  valeur,  se 
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trouveront  les  trois  suivantes  : 

^  COS  \  COS  r,  dut  -^COSçCOSÇr/w  ^i  COS  r,  COS  idt-> 


2- 


qui  sont  évidemment  nulles  comme  composées  d'éléments, 
deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires:  car,  en  conser- 
vant les  mêmes  valeurs  quelconques  à  deux  des  trois  angles, 
choisis  convenablement,  le  troisième  peut  avoir  deux  va- 
leurs supplémentaires;  et,  quant  au  dénominateur,  il  res- 
tera le  même  dans  les  deux  cas.  On  aura  donc,  d'après  cette 
remarque, 


X  = 


fo  a.  y^\  cosJ  2-  d w  _         fp  6  ^i  cos2  n  du> 

a.2dp  b-    2*         p 

f[j'j  ^\  COS"  Çf/w 


Pour  effectuer  ces  calculs,  il  faudrait  exprimer  l'un  des 
trois  angles  £,  r, ,  £  au  moyen  des  deux  autres  ;  mais  il  vau- 
dra mieux  introduire  les  deux  angles  que  Ton  emploie  le 
plus  ordinairement  dans  les  coordonnées  polaires  ,  et  qui 
sont  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  avec  l'un  des  axes, 
par  exemple  Taxe  de  x,  et  celui  que  fait  avec  l'axe  desj'  la 
projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des  y  et  z.  Dési- 
gnant le  premier  par  6  et  le  second  par  t|/,  on  aura 

cos  ç  =  cos  Ô  ,     cos  m  —  sin  G  cos  y>     cos  Ç  =  sin  0  sin  y . 

Nous  calculerons  d'abord  la  valeur  de  X  ;  celles  de  Y  et  Z 
s'en  déduiront  par  de  simples  changements  de  lettres.  Dans 
ce  nouveau  système  de  variables  ,  on  aura 

do>  =  sin  8  rffl  d  y, 


el 

\ 


cos- 6  sin  0  d'j  rfil 


sin2Ôcos:^       sin5  G  sin5  4>' 

H : 


tr 

l'intégrale  par  rapport  à  'l  est  prise  entre  les  limites  o  et  i  n. 

i3. 
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et  celle  par  rapport  à  9 ,  entre  o  et  7r.  Quant  à  la  première , 
il  suffira  de  la  prendre  entre  o  et  -  >  puis  de  quadrupler  le 

résultat;  pour  la  seconde,  on  la  prendra  aussi  entre  o  et  - 

et  l'on  doublera  le  résultat. 

Commençons  par  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  |, 
et  posons  pour  cela  tang^  =  ?<,  d'où 

i  du 


sin2  A  = -,     cos-iî/  = i     d-b  — 

i  H-  u2  i  -f-  u2  i  -+-  a2 

On  aura  ainsi 


du 


r*  d-b       ,      r™ 

I      —  =aib,c3  / — 

X      P  Jo     CV  s,n 


9  +  /;2cos29)  +  £2(a2sin29+c2cos29)/<- 
7ra2  &c 


2  v/(fl2sin29  +  62cos2  0)  (a2 sin2 9  +  c2cos29) 

Il  restera  donc  à  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  0,  ce 
qui  n'est  pas  possible  sous  forme  finie  si  les  trois  axes  de 
l'ellipsoïde  sont  inégaux.  Pour  déduire  la  valeur  de  Y  de 
celle  de  X,  on  observera  que  si  l'on  avait  introduit  l'angle 
du  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  y  au  lieu  de  l'axe  des  x, 
dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  le  calcul  relatif 
à  Y  n'aurait  différé  de  celui  que  nous  venons  de  faire  que 
par  le  changement  réciproque  des  lettres  a  et  Z»;  la  même 
remarque  s'applique  à  c,  et  l'on  aura,  en  conséquence,  les 
formules  suivantes  : 


x  =  —  4  r/p  ^C  'A  I     "7= 

Jo    \J(a 


cos2  9  sinbdQ 


\/(a7  sin2  9  +  b2  cos2  9)  [a2  sin2  9  -f-  c2  cos2  9) 

7T 

,      „        „   C1  cos- 9  sin9r/9 

Y=  —  b-KfaacZX  _, 

Jo    \J(b2sin'Q-h  r/2cos29)(i2sin29  +  f2cos-9) 

,     ,     ,      C  ■>■  cos2  9  sin  9^9 

Z  =  —  4  irff-ab-/  |  =• 

Jo    V('-"Sin29  +  b2  cos20)  (r2sin20  +  rt'cos?9t 
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On  donnera  à  ces  expressions  la  forme  trouvée  précédem- 
ment ,  et  posant  cos  0  =  u ,  elles  coïncideront  ainsi  avec  les 
formules  (6) ,  dans  lesquelles  a ,  o  ,  y  désignent  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  l'intérieur,  ou  de  la  surface 
de  l'ellipsoïde. 

Ces  valeurs  de  X,  1,  Z  étant  respectivement  de  signes 
contraires  ha,  c,  y,  chacune  des  composantes  tend  à  rap- 
procher le  point  de  l'origine.  On  remarquera  encore  que 
ees  valeurs  ne  changeraient  pas  si  l'on  multipliait  les  quan- 
tités a,  b  ,  c  par  un  même  nombre.  L'attraction  n'est  donc 
pas  changée  par  l'addition  ou  la  soustraction  d'une  couche 
comprise  entre  la  surface  de  l'ellipsoïde  proposé  et  une  sur- 
face semblable  plus  grande  ou  plus  petite,  pourvu  que  le 
point  \j.  soit  toujours  dans  son  intérieur  5  car  nos  calculs 
sont  fondés  sur  cette  supposition.  D'où  l'on  conclut  que  le 
solide  homogène  compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables 
dont  les  axes  coïncident  en  direction,  n'exerce  aucune  action 
sur  un  point  matériel  placé  dans  l'intérieur  de  sa  plus  petite 
surfaee. 

Maintenant  que  le  problème  est  résolu  pourun  point  inté- 
rieur à  l'ellipsoïde  ou  sur  sa  surface,  il  suffit  d'y  ramener 
le  cas  d'un  point  extérieur  pour  que  le  problème  proposé 
soit  complètement  résolu.  C'est  ce  que  Maelaurin  a  essayé 
de  faire  au  moyen  d'un  théorème  qui  a  conservé  son  nom  , 
quoiqu'il  ne  l'ait  pas  démontré  avec  toute  la  généralité  né- 
cessaire. Il  avait  été  établi  péniblement  par  d'autres  géo- 
mètres; de  sorte  que  l'on  pouvait  en  faire  l'usage  que  nous 
allons  indiquer.  Mais,  comme  sa  démonstration  n'était  pas 
simple,  on  a  continué  à  chercher  «à  perfectionner  cette  im- 
portante théorie,  et  M.  Ivory  a  découvert  un  autre  théo- 
rème très-élégant  qui  remplissait  le  même  objet  d'une  autre 
manière,  et  dont  il  déduisait  même  celui  de  Maelaurin 
dans  toute  sa  généralité.  Après  lui,  M.  Rodrigues  a  trouvé 
une  autre  démonstration  analytique  forl  simple  de  ce  det 
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nier  théorème,  et  enfin  M.  Chasles  en  a  donné  une  plus 
simple  encore  et  tout  à  fait  géométrique,  que  nous  avons 
déjà  fait  pressentir  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

177.  Théorème  de  Maclaurin.  —  Ce  théorème  a  pour 
objet  de  comparer  les  actions  de  deux  ellipsoïdes  homofo- 
eaux,  homogènes  et  de  densités  quelconques  sur  un  même 
point  extérieur  à  l'un  et  à  l'autre.  A  cet  effet,  on  partagera 
chacun  deux  en  couches  infiniment  minces,  par  des  sur- 
faces ellipsoïdales  semblables  à  la  surface  qui  le  termine  et 
respectivement  homofocales.  Nous  avons  démontré  (n°  165) 
que  deux  couches  homologues  de  ces  deux  corps  exercent 
sur  le  point  extérieur  des  actions  de  même  direction  et  pro- 
portionnelles aux  masses  de  ces  couches,  et,  par  suite,  à 
celles  des  ellipsoïdes  proposés.  Il  résulte  de  là  qu'en  com- 
posant toutes  ces  actions  élémentaires  qui  auront  respecti- 
vement un  rapport  coustant  et  une  même  direction ,  on  aura 
deux  résultantes  de  même  direction,  et  ayant  entre  elles  ce 
même  rapport.  D'où  résulte  le  théorème  suivant  : 

Deux  ellipsoïdes  homofocaux  homogènes  exercent  sur 
un  même  point  extérieur  quelconque  des  actions  de  même 
direction  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces  corps. 

Cette  proposition  aura  encore  lieu  lorsque  la  surface 
d'un  des  ellipsoïdes  passera  par  le  point  même  ,  et  l'on  voit 
facilement  que  pour  calculer  l'action  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène sur  un  point  extérieur,  il  suffira  de  déterminer  l'ellip- 
soïde homofocal  passant  par  ce  point ,  auquel  on  donnera 
la  même  densité  qu  au  premier.  Les  formules  (6)  feront 
connaître  les  composantes  de  son  action  sur  ce  point,  et  il 
suffira  de  les  multiplier  par  le  rapport  du  volume  de  l'ellip- 
soïde proposé  à  celui  du  second  pour  avoir  les  composantes 
de  l'action  du  premier.  Nous  allons  effectuer  ce  calcul. 

178.  Application  du  théorème  de  Maclaurin.  —  Nous 
avons  démontré  précédemment  ce  théorème,  et  nous  allons 
montrer  maintenant  l'usage  que  1  on  en  peut   faire  pour 
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obtenir  l'action  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur,  con- 
naissant son  expression  pour  un  point  intérieur. 

Soient  A ,  B,  C  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  donné, 
A',  B',  C  ceux  de  l'ellipsoïde  homofocal ,  passant  par  le 
point  extérieur  (  a ,  ë ,  y).  Les  composantes  de  l'action  de  ce 
dernier  sur  ce  point  se  calculent  directement,  sans  difficulté, 
et  sont 

_        3M'/«     /"  v'dv 


I       l         B'      A'2     V  /        C'2— A'2    y 

X  (,h~ s«— ')  v+— si--) 


Si  l'on  observe  que  l'on  a 

M'         A'IiW' 
B"  -  A'2  =  B2  -  A2,     C'2-  A'2  =  C  —  A2,      —  =  A  *  ^  , 

'      M  ABC 

et  qu'on  pose 

v        u 

x,  =  r 

ce  qui  donne  o  et  —  pour  limites  de  u  ;  si ,  ensuite  ,  on  mul- 
tiplie les  trois  composantes  X',  Y',  21  par    f         ?  on  aura  , 

A     D    \j 

d'après  le  théorème  de  Maclaurin,  les  composaiites  de  l'at- 
traction de  l'ellipsoïde  donné;  et  l'on  retrouvera  ainsi  les 
formules  (5). 

170.    Théorème  d'Ivory.  — Ce   théorème  a  aussi   pour 
objet  de  ramener  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur 
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un  point  extérieur,  a  celle  d'un  autre  ellipsoïde  sur  un  point 
de  son  intérieur.  11  n'offre  aucun  avantage  sur  celui  de  Ma- 
claurin;  mais,  comme  nous  l'avons  dit,  son  auteur  l'a  fait 
connaître  à  une  époque  où  l'autre  n'était  pas  encore  bien 
rigoureusement,  ou  du  moins,  bien  simplement  démontré  ; 
et  il  a  été  considéré  par  les  géomètres  comme  une  découverte 
importante. 

Soient  a ,  6,  y  les  coordonnées  d'un  point  extérieur  à  un 
ellipsoïde  dont  les  demi-axes  sont  A  ,  B,  C;  la  composante 
X  de  son  attraction  sur  ce  point  sera 


-*J7jr, 


(  x  —  a  )  d x  dy  dz 


les  intégrales  s 'étendant  au  volume  entier.  Intégrant  par 
rapport  à  x,  et  désignant  par  r4,  i\  les  distances  du  point 
attiré  aux  points  extrêmes  du  filet  de  l'ellipsoïde  dans  lequel 
on  a  fait  l'intégration,  on  trouvera 

x  =  -/,//*  *(I-I)' 

Concevons  maintenant  un  ellipsoïde  homofocal  avec  le 
premier,  passant  par  le  point  donné,  et  cherchons  son 
attraction  sur  le  point  correspondant  à  ce  dernier  sur  la 
surface  du  premier  ellipsoïde.  Pour  cela  nous  prendrons  le 
rectangle  dy' dz' ',  dont  les  points  seront  les  correspondants 
de  ceux  de  dydz,  et  nous  intégrerons  dans  l'étendue  du 
filet  du  second  ellipsoïde,  qui  se  projette  suivant  dy' dz'  sur 
le  plan  YZ.  Nous  trouverons ,  pour  la  composante  de  l'at- 
traction de  ce  dernier  corps  sur  le  point  correspondant  au 
point  donné, 

*=-/,//*'*  (i-i)- 

Les  rayons  t\  el  r,  sont  les  mêmes  que  pour  le  premier  ellip- 
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soulo.  puisque  leurs  extrémités  sont  respectivement  corres- 
pondantes de  celles  des  autres. 

Or,  dy'dz'  \  dydz  '.'.  B'C'  :  BO,  et  cette  proportion  ayant 
lieu  pour  les  portions  des  intégrales  relatives  à  deux  filets 
correspondants  quelconques,  aura  lieu  pour  les  intégrales 
elles-mêmes  ;  d'où  résulte 

X:X' ::  BC:B'C, 
et  de  même 

Y  :  Y'  :  :  ac  :  A/G, 

z  :  z'  :  :  ab  :  a'b'. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  est  celui  de 
M.  Ivory  : 

Les  attractions  que  deux  ellipsoïdes  homofocaux  exer- 
cent parallèlement  à  chaque  axe,  sur  deux  points  corres- 
pondants placés  sur  leurs  surfaces  respectives ,  sont  entre 
elles  comme  les  produits  des  deux  axes  perpendiculaires  à 
chaque  composante. 

Poisson  a  remarqué  que  ce  théorème  était  indépendant 
de  la  loi  d'attraction.  Car  si  la  fonction  de  la  distance  qui 
exprime  l'attraction  est  désignée  par  F  (/•) ,  on  aura 


*-*///* 


—  a)  dx  dy  dz  F  (  r) 


,  ,  dr 

intégrant  par  rapport  à  x  l'expression  [x  —  a)  F  ('*)—■> 
ou  F  (r)  dr,  et  désignant  le  résultat  par  œ  (/■) ,  on  aura 

Pour  le  second  ellipsoïde,  on  trouvera  de  même 

X.'=fpSSd/dz'[9(rt)  —  f(r,))i 
d'où  1  on  conclurait  encore 

\  :  X'  :  :  BC  :  B'C , 
el  «le  même  peur  les  autres  composantes 
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180.  Application  du  théorème  (Vlvory. —  On  voit  que, 
d  après  ce  théorème,  on  connaîtra  les  composantes  de  Fat- 
traction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur,  en  faisant 
passer  par  ce  point  un  ellipsoïde  homofocal,  et  cherchant 
les  composantes  de  son  attraction  sur  le  point  correspon- 
dant de  la  surface  du  premier  ;  puis  multipliant  les  compo- 
santes par  les  rapports  des  produits  des  axes  perpendicu- 
laires. 

Soient  A  ,  B ,  C  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  pro- 
posé, A',  B',  C  ceux  de  l'ellipsoïde  homofocal  passant  par 
le  point  donné  (a,  g,  y)  :  A",  B",  C"  ceux  d'un  ellipsoïde 
semblable  au  second  et  passant  par  le  point  (a',  o',  y')  cor- 
respondant à  (a,  g,  y)  sur  le  premier-,  enfin,  M,  M',  M" 
les  masses  de  ces  trois  corps. 

Les  composantes  de  l'attraction  du  troisième  ellipsoïde 
sur  le  point  (a',  t',  y')  seront  les  mêmes  que  celles  du  second. 
On  aura  donc  ,  d'après  les  formules  connues  pour  les  points 
de  la  surface, 

3  M"  fa'     /»'  vUlv 

X'  =  — 


/         B"2  -T77"      7         C"2  -  A~ 


A"J        /  /         B"2  —  A"1  I         C"—  A"2 

-** 

Mais,  d'après  la  similitude  des  deux  derniers  ellipsoïdes, 
on  a 

B"- _  A"2  _  B"  —  A'2        Ç"'— A"2  _  C'2  — A'2 

A77''        ~        A'2       '  Â"2        ~       A72 

AT"  Aï'  'A 

77^  =  773»  etJ  déplus,  a.'  =  —  ;  donc,  en  observant    que 

Ton  a  B'2  —  A/2  =  B2  —  A2,  C'2  —  A'2  =  C2—  A2,  on  aura 
3M'/aA      /*'  v:dv 


V  - 


t/e       V  A'2  V 


C2  — A 
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Posons  maintenant 


V  II 

A7  ~  A 


,  .    ,.  BC 

et  multipliant  par  zrr^rr  on  trouvera 


11  en  serait  de  même  des  deux  autres  composantes,  et  l'on 
retombe  encore  sur  les  formules  (5). 

Passage  du  théorème  d  Ivorj  à  celui  de  Maclaurin. 

181.   Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'attraction  de 

l'ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont  A,  B,  C,  sur  le 

point  extérieur  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  y\  X",  Y", 

TU  les  composantes  de  l'attraction  de  1  ellipsoïde  homofocal 

passant  par  le  point  (a,  6  ,  y)  sur  le  point  correspondant, 

i         >      yA    SB    7C      ..     rtl     „,    ,  , 

qui  a  pour  coordonnées  -—•>  =^-j  —^  ;  A  ,  d  ,  L.  étant  les 
1  ABC 

demi-axes  de  cet  ellipsoïde;  et  enfin  X',  Y',  Z'  les  com- 
posantes de  l'attraction  du  second  ellipsoïde  sur  le  point 
(a,  c,  y)  de  sa  surface. 

Le  théorème  d  Ivory  donne 


X          BC 

Y 

AC 

z 

AB 

X7'-  B^' 

Y" 

-Vc>' 

Z" 

~  A'  B' 

niais  pour  tout  point  de  l'intérieur  d'un  ellipsoïde,  les  coin 
posantes  de  l'attraction    sont  proportionnelles  à   la  coor 
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donnée  parallèle;  donc 


X"        A 

Y"       B 

Z"       C 

X'~A'' 

Y'  —  b7  ' 

Z'  ~~  c 

d'où  1  ou  conclut  immédiatement 

X  ABC  Y  _  Z 

X'  ~~  A'B'C  "~  Y'  —  Z7' 

Considérons  de  même  un  ellipsoïde  homofocal  ayant  pour 
demi-axes  At,  B4,  Cl5  et  auquel  le  point  a,  o,  y  soit  exté- 
rieur. Soient  X,,  Y|j  Zi  les  composantes  de  son  action  sili- 
ce point;  on  aura  encore 


X, 

_  A,  B,  C, 

Y,       Z, 

X 

~  A'  B'  G 

~Y'~z" 

X 

Y        Z 

ABC 

X, 

~Yi~zT 

~  A,B,C, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  théorème  de  Maclaurin. 
Par  une  marche  inverse,  on  passerait  de  ce  dernier  à  celui 
d'Ivory. 

182.  Conséquence  remarquable  du  théorème  d'Ivoiy. 
—  Considérons  deux  sphères  concentriques  homogènes 
ayant  pour  rayons  a  et  A  ;  le  théorème  d'Ivory  montre  que 
l'action  P  de  la  sphère  A  sur  un  point  situé  en  /?/,  sur 
la  surface  de  la  sphère  intérieure,  est  à  l'action  p  de  la 
sphère  a  sur  un  point  situé  en  M  sur  la  surface  de  l'autre, 
comme  A"  est  à  a2  ;  on  a  donc 

Ce  résultat  est  indépendant  de  la  loi  d'attraction 5  or,  si 
nous  supposons  une  loi  telle,  qu'une  couche  sphérique  ho- 
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mogènc  n'exerce  aucune  action  sur  un  point  de  sou  inté- 
rieur, l'action  de  la  sphère  A  sur  le  point  M  doit  être  indé- 
pendante de  A  ;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

c  étant  une  constante  :  d  où  il  suit  que  l'action  dune  sphère 
quelconque  sur  des  points  extérieurs  situés  à  des  distances 
arbitraires  de  son  centre  est  en  raison  inverse  des  carrés 
de  ces  distances  ;  et ,  comnie  on  peut  supposer  la  sphère  aussi 
petite  qu'on  voudra,  la  même  loi  devra  avoir  lieu  pour 
l'action  d'un  point  matériel  sur  des  points  quelconques.  On 
conclut  de  là  cette  proposition  importante  : 

La  seule  loi  cV attraction  pour  laquelle  une  courbe  sphé- 
ricité homogène  n'exerce  aucune  action  sur  les  points  de 
son  intérieur,  est  celle  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance. 
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LIVRE   SECOND. 

DU  MOUVEMENT 
CONSIDÉRÉ  INDÉPENDAMMENT  DE  SES  CAUSES. 


183.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  le  premier  livre, 
les  lois  générales  de  l'équilibre  de  forces  appliquées  à  des 
systèmes  quelconques  de  points  :  il  nous  reste  maintenant  à 
étudier  les  mouvements  que  prennent  les  différents  points 
de  ces  systèmes ,  lorsque  les  forces  qui  y  sont  appliquées 
n'y  sont  pas  en  équilibre. 

Mais  avant  de  chercher  les  mouvements  produits  par  des 
forces  données,  il  est  utile  d'étudier  le  mouvement  en  lui- 
même  et  indépendamment  de  toute  cause.  Quand  on  con- 
naît bien  la  nature  des  modifications  qu'il  peut  subir  et  les 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  ces  variations  peuvent 
être  envisagées,  il  est  plus  facile  de  reconnaître  comment 
l'action  des  forces  est  liée  à  ces  circonstances  intimes  du 
mouvement.  C'est  séparer  les  difficultés  au  lieu  de  les  laisser 
réunies. 

Quelquefois,  dans  la  Géométrie,  on  emploie  la  consi- 
dération du  mouvement  pour  la  formation  des  grandeurs. 
Mais  le  temps  n'y  entre  pour  rien  ;  il  suffit  que  les  lignes  ou 
les  surfaces  mobiles  se  trouvent  simultanément  dans  leurs 
positions  correspondantes,  quel  que  soit  le  temps  qu'elles 
incitent  à  parvenir  de  l'une  à  l'autre.  Celle  simultanéité  est 
la  seule  chose  importante,  et  le  mouvement  est  du  reste 
entièrement  indéterminé. 

Ici.  au  contraire,  on  ne  s'occupera  que  de  mouvements  bien 
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déterminés  dont  le  temps  sera  un  élément  essentiel,  et  où 

Ton  considérera  les  positions  des  différents  points  du  sys- 
tème à  chaque  instant.  Cette  étude  ne  se  rapportera  donc 
pas  à  la  Géométrie  pure.  On  pourrait  bien  en  faire  une 
science  à  part-  mais  il  nous  parait  plus  convenable  de  la 
considérer  comme  une  branche  de  la  Mécanique,  qui  est 
la  science  générale  du  mouvement.  Avant  de  chercher  quel 
mouvement  peut  être  produit  par  des  forces,  il  faut  con- 
naître intimement  ce  qu'est  le  mouvement  en  lui -même  ;  et 
cette  étude  préalable  ne  sera  pour  nous  que  le  début  néces- 
saire de  la  science  du  mouvement. 

C'est  cette  étude,  bornée  aux  considérations  les  plus  élé- 
mentaires et  les  plus  générales,  qui  fera  l'objet  de  ce  second 
livre,  et  servira  d'introduction  à  la  Dynamique. 

CHAPITRE  PREMIER. 

DU     MOUVEMENT     D'UN      POINT. 

184.  La  notion  du  temps  est  une  de  celles  qui  ne  peuvent 
être  ramenées  à  aucune  autre,  et  qui,  par  conséquent,  ne 
sont  pas  susceptibles  de  définition.  Mais  ce  qu  il  faut  dé- 
finir dans  ces  sortes  de  grandeurs,  c'est  l'égalité 5  faute  de 
quoi ,  elles  ne  seraient  pas  susceptibles  d'être  mesurées ,  ni , 
par  suite,  soumises  au  calcul. 

Nous  dirons  que  deux  intervalles  de  temps  sont  égaux, 
lorsque  deux  corps  identiques,  placés  dans  des  circon- 
stances identiques  au  commencement  de  chacun  de  ces  in- 
tervalles et  soumis  aux  mêmes  actions  et  influences  de  toute 
espèce,  auront  parcouru  des  espaces  identiques  à  la  fin  de 
ces  intervalles.  La  notion  de  légalité  conduit  immédiate- 
ment à  celle  d'un  rapport  quelconque. 

Le  mouvement  d'un  point  est  dit  uniforme,  lorsque  ce 
point  parcourt  des  espaces  égaux,  en  temps  égaux,  quelque 
petits  que  soient  ces  temps. 
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Lorsqu'un  mouvement  n'est  ni  uniforme,  ni  composé  de 
mouvements  uniformes  ayant  des  durées  finies,  on  l'ap- 
pelle mouvement  'varie. 

185.  Vitesse.  —  Les  mouvements  uniformes  peuvent 
différer  les  uns  des  autres  par  les  espaces  parcourus  dans  des 
temps  égaux  :  et  cette  considération  donne  naissance  à  l'idée, 
d'abord  un  peu  vague,  de  vitesse.  Pour  introduire  dans  le 
calcul  cet  élément  indispensable,  il  est  nécessaire  d'en  don- 
ner une  définition  précise,  et  nous  appellerons  vitesse  d'un 
point  dont  le  mouvement  est  uniforme,  l'espace  qu'il  par- 
court dans  1  unité  de  temps  ;  ou,  en  d'autres  termes,  le  rap- 
port de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le  parcou- 
rir :  de  sorte  que  le  point  dont  la  vitesse  sera  exprimée 
par  le  nombre  i,  parcourra  l'unité  de  longueur  dans  l'u- 
nité de  temps. 

On  voit,  d'après  cette  définition,  que,  dans  un  même 
mouvement,  la  quantité  que  nous  appelons  vitesse  sera  d'au- 
tant plus  grande,  que  l'unité  de  temps  le  sera  davantage, 
ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  l'idée  qu'on  en  a  vulgairement; 
mais  le  rapport  des  vitesses  dans  deux  mouvements  diffé- 
rents en  est  complètement  indépendant:  c'est  le  rapport  des 
espaces  parcourus  dans  un  même  temps. 

On  voit  encore  que  le  nombre  qui  exprime  la  vitesse 
varie  avec  l'unité  de  longueur;  il  est  d'autant  plus  grand, 
que  cette  unité  est  plus  petite.  Ces  remarques  sur  l'in- 
fluence des  diverses  unités  sont  indispensables  pour  recon- 
naître l'homogénéité  des  formules  de  la  Dynamique. 

Bernai  que.  —  Si  l'on  voulait  admettre,  à  priori,  la  no- 
tion de  vitesse  et  n'en  pas  donner  de  définition,  il  faudrait, 
comme  nous  l'avons  remarqué  clans  d  autres  circonstances, 
définir  l'égalité  de  ces  sortes  de  quantités.  On  dirait  alors 
que  les  vitesses,  dans  deux  mouvements  uniformes,  sont 
égales  lorsque  les  espaces  parcourus  dans  le  même  temps 
sont  égaux.  On  définirait  l'addition  des  vitesses  par  relie 
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des  espaces  parcourus  dans  un  même  temps.  De  là  résul- 
terait que  le  rapport  de  deux  vitesses  est  celui  des  espaces, 
et  que,  par  conséquent,  la  vitesse  d'un  point  est  mesurée 
par  l'espace  qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps,  en  pre- 
nant pour  unité  la  vitesse  du  point  qui,  dans  l'unité  de 
temps,  parcourt  l'unité  de  longueur. 

18(5.  Dans  le  mouvement  varié,  on  ne  peut  plus  appeler 
vitesse  à  un.instant  quelconque  l'espace  parcouru  pendant 
l'unité  de  temps,  à  partir  de  cet  instant,  parce  qu'alors  la 
vitesse  du  mobile  dépendrait  des  variations  plus  ou  moins 
irrégulières  que  subirait  le  mouvement  au  delà  de  l'époque 
dont  il  s'agit  :  et  cette  considération  ne  serait  d'aucun 
intérêt. 

C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  courbes,  on  a  pu 
prendre  pour  mesure  de  la  courbe  du  cercle,  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité 5  mais 
pour  une  ligne  où  la  courbure  n'est  pas  proportionnelle  à 
la  longueur  de  l'arc,  il  n'a  pas  été  possible  de  mesurer  la 
courbure  en  un  point  par  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité  com- 
mençant en  ce  point. 

On  peut  faire  des  remarques  semblables  pour  le  poids 
spécifique  en  un  point  d'une  substance  hétérogène  5  pour 
la  température  en  un  point  d'un  corps  inégalement 
échauffé,  etc. 

Aussi  reconnaitra-t-on  la  plus  grande  analogie  entre  la 
manière  dont  nous  avons  procédé  dans  les  différentes  cir- 
constances que  nous  venons  de  rappeler,  et  celle  dont  nous 
allons  procéder  dans  le  cas  actuel. 

Soit  M  (Jïg.  43)  la  position  qu'occupe,  à  un  certain  in- 
stant, un  point  qui  décrit  d'un  mouvement  varié  une  ligne 
de  nature  quelconque.  Après  un  certain  temps  0,  il  sera 
parvenu  en  un  autre  point  N,  et  le  rapport  de  l'espace  par- 

MN  .  ,      . 

couru  au  temps,  ou  —  1  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec 
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laquelle  cet  arc  a  été  décrit:  c'est-à-dire  que  ce  sei  a  l'espace 
parcouru  pendant  1  unité  de  temps,  en  supposant  le  mou- 
vement uniforme,  et  tel  que  Tare  MjN  soit  parcouru  pendant 
le  temps  9.  Si  maintenant  on  suppose  que  9  diminue  indéfi- 

,       •  MN        . 

niment,  la  vitesse  moyenne  ——  variera  en  même  temps,  et 

tendra  vers  une  limite  déterminée,  que  nous  appellerons  la 
vitesse  du  mobile  au  point  M. 

Ainsi,  pour  employer  le  langage  reçu  dans  le  calcul 
infinitésimal,  on  appelle  vitesse  d'un  mobile  à  un  instant 
donné,  la  vitesse  moyenne  avec  laquelle  il  décrit  un  arc  in- 
finiment petit,  à  partir  de  cet  instant. 

Si  Ion  désigne  par  t  le  temps,  et  par  s  la  longueur  des 

arcs  de  la  ligne  décrite,  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  la 

,.     .       ,  MN     ,  ,  ds     ..     .  .      . 

limite  du  rapport  — —  n  est  autre  chose  que  — •  Ainsi  la  vi- 

tesse  en  un  point  quelconque  du  mouvement  est  exprimée 
par  la  première  dérivée  de  l'espace  parcouru  par  rapport 
au  temps. 

187.  11  est  bon  de  remarquer  que  1  arc  décrit  dans  un 
temps  infiniment  petit  peut  être  considéré  comme  le  pro- 
duit de  ce  temps  par  la  vitesse  du  mobile  au  commencement 
de  ce  petit  intervalle.  Car  cet  arc  serait  rigoureusement  le 
produit  du  temps  par  la  vitesse  moyenne  relative  à  cet  in- 
tervalle, et  cette  vitesse  moyenne  diffère  d'une  quantité 
infiniment  petite  de  ce  que  nous  avons  appelé  vitesse  au 
commencement  de  l'intervalle.  Il  est  évident  que  l'on  pour- 
rait encore  prendre  la  vitesse  à  une  époque  quelconque  du 
même  intervalle.  Le  résultat  ainsi  obtenu  ne  différera  ja- 
mais de  celui  que  l'on  cherche  que  d'une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  lui-même,  et  pourra  par  consé- 
quent lui  être  substitué  toutes  les  fois  que  l'on  n'aura  à 
considérer  que  des  limites  de  rapports  ou  de  sommes. 

Ainsi,  par  exemple,   l'espace  parcouru  dans  un  temps 
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iini  sera  la  limite  de  la  somme  des  produits  des  éléments 
infiniment  petits  de  ce  temps,  par  les  vitesses  correspon- 
dantes aux  commencements  de  ces  éléments.  La  vitesse  telle 
que  nous  venons  de  la  définir,  joue  donc  le  même  rôle  dans 
le  mouvement  varié ,  que  la  vitesse  premièrement  définie , 
dans  le  mouvement  uniforme,  pourvu  que  l'on  ne  considère 
que  des  termes  infiniment  petits  5  et  c'est  à  cause  de  cette 
analogie,  qu'il  était  convenable  de  lui  donner  le  même  nom. 

188.  Équation  finie  du  mouvement  uniforme. —  Le 
mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  ligne  indéfinie , 
droite  ou  courbe ,  peut  être  représenté  par  une  équation 
du  premier  degré  entre  le  temps  et  la  distance. 

Désignons  par  t  le  temps  compté  à  partir  d'une  époque 
déterminée,  par  x  la  distance  du  point  mobile  M  à  une  ori- 
gine fixe  O,  prise  sur  la  ligne  indéfinie  X'X  que  ce  point 
parcourt  \  a  la  distance  OA  de  l'origine  au  point  où  se  trouve 
le  mobile  lorsque  t  =  o;  enfin  v  sa  vitesse,  on  l'espace  con- 
stant qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps. 

Cela  posé ,  nous  nous  proposons  de  trouver  une  équa- 
tion au  moyen  de  laquelle  on  puisse  connaître  la  position  du 
point  mobile,  à  une  époque  quelconque,  c'est-à-dire  une 
équation  entre  x  et  t. 

Or  le  mobile  parcourant  un  espace  v  dans  l'unité  de 
temps,  parcourra  vt  dans  le  temps  quelconque  t\  et  par 
conséquent,  si  l'on  suppose  d'abord  que  la  direction  du 
mouvement  soit  celle  des  x  positifs  OX,  à  un  instant  quel- 
conque on  aura 

x  =  a  +  vt, 

v  ci  a  étant  des  quantités  positives  ou  négatives,  suivant  la 
position  des  points  A  ('t  M  par  rapport  à  l'origine  5  v  étant 
un  nombre  absolu,  et  t  un  nombre  positif  correspondant 
aux  difiérentes  époques  postérieures  à  celle  qui  sert  d'ori- 
gine aux  temps. 

,4. 
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On  aperçoit  immédiatement  qu'il  est  inutile  d'employer 
une  équation  distincte  de  la  précédente,  pour  représenter 
les  positions  du  mobile,  qui  correspondent  aux  époques 
antérieures  à  cette  origine,  et  qu'il  suffit  de  donner  à  t  des 
valeurs  négatives  dans  l'équation  ci-dessus. 

Enfin,  on  peut  renfermer  dans  cette  même  équation  les 
mouvements  uniformes,  dont  la  direction  est  opposée  à 
celle  des  x  positifs  ;  et  Ton  aperçoit  aisément  qu'il  suffit  de 
supposer  que  v  ne  représente  pas  seulement  le  nombre 
d'unités  de  longueur  parcourues  dans  l'unité  de  temps, 
mais  ce  nombre  affecté  inplicitementdu  signe  —  .  De  cette 
manière,  l'équation  générale 

(i)  .r  =  a  +  f't 

peut  représenter  tous  les  mouvements  uniformes ,  rappor- 
tés à  des  origines  quelconques  pour  les  temps  et  les  dis- 
tances, et  à  une  direction  quelconque  du  mouvement  par 
rapporta  celle  des  x  positifs. 

Les  quatre  quantités  .r,  «,  f,  t  peuvent  donc  être  implici- 
tement négatives ,  et  nous  venons  de  déterminer  dans  quelles 
circonstances  elles  devaient  être  considérées  comme  telles. 
Celte  manière  de  les  envisager  est ,  comme  nous  l'avons  dit, 
indispensable  pour  que  tous  les  cas  soient  renfermés  dans 
une  seule  équation;  ce  qui  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance, comme  on  le  sait,  dans  toutes  les  formules  algé- 
briques. 

Cette  équation  (i)  peut  donner  lieu  à  diverses  questions 
simples,  que  Ton  traite  ordinairement  dans  les  cours  élé- 
mentaires d'algèbre,  et  dont  nous  ne  nous  occuperons 
pas  ici. 

189.   Équation  différentielle  du  mouvement  uniforme. 

—  Nous  avons  vu  que  ,  dans  un  mouvement  quelconque,  la 

,    •  ,  ds       , ,  •  i , 

vitesse  était  mesurée  par  — -->  s  désignant  1  espace  parcouru  ; 
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dx 
cette  expression  devient,  dans  le  easacluel,  —  ■>    indépen- 
damment de  toute  considération  de  signe. 

Or,  si  nous  prenons  l  pour  variable  indépendante,  et,  par 

dx 
suite,  dt positif,  —  sera  positif  si  le  mouvement  a  lieu  dans 

le  sens  des  x  positifs,    et  négatif  dans  le  cas  contraire.  Si 

donc  nous  posons  v  =  -—■>  c  est  dire  que  nous   entendons 

par  v  une  quantité  positive  ou  négative,  suivant  que  le 
mouvement  a  lieu  dans  le  sens  des  x  positifs  ou  négatifs; 
du  reste,  les  origines  des  temps  et  des  abscisses  n'y  entrent 
pour  rien,  et  le  mouvement  peut  être  varié  d'une  manière 
arbitraire.  Ainsi  pour  avoir  une  équation  qui  renferme  tous 
les  mouvements  uniformes,  il  suffira  de  poser 

dx 
(*)  *=•, 

v  désignant  une  quantité  constante,  positive  ou  néga- 
tive. 

Cette  équation  se  déduirait  de  (i)  par  la  dilïérentiation , 
comme  réciproquement,  on  en  déduirait  la  première  par 
une  intégration,  qui  introduirait  une  constante  arbitraire  a. 

190.  Mouvement  uniformément  varié. —  Après  le  mou- 
vement uniforme  ,  le  plus  simple  est  celui  où  la  vitesse,  au 
lieu  d'être  constante,  varie  uniformément,  c'est-à-dire  de 
telle  sorte  que  ses  accroissements  soient  proportionnels  à 
ceux  du  temps.  Ce  mouvement,  qui  servira  de  terme  de  com- 
paraison aux  mouvements  variés  plus  compliqués,  mérite 
qu  on  en  dise  ici  quelques  mots,  et  c  est  par  lui  que  nous 
terminerons  ces  exemples  simples. 

La  condition  que  la  vitesse  V  ait  ses  accroissements  pro- 
portionnels à  ceux  du  temps  ,  entraine  cette  autre  condition 

i ,  .    ,    dp  ,  . 

que  sa  dérivée  y  soit  constante,  ci    réciproquement.   En 
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désignant  donc  par  a  une  constante  quelconque,  positive 
ou  négative,  l'équation  générale  qui  renfermera  tous  les 
mouvements  uniformément  variés  sera 

de  d"-  x  .  dx 

-—=  a,     ou    — —  =  "      puisque      i>  =  — -  : 
dt  df  v       '  dt 

on  déduit  de  là ,  en  intégrant , 

dx 

(1)  <>  =  at  +  b  =  — , 

v   '  dt 

équation  qu'on  aurait  pu  obtenir  immédiatement  :  en  l'in- 
tégrant de  nouveau,  il  vient 

!  2  )  x  = h  bt  -+-  c  y 

2 

b  et  c  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Les  accroissements  de  la  vitesse  sont  positifs  ou  négatifs 
en  même  temps  que  <2,  qui  est  l'accroissement  de  la  vi- 
tesse, dans  un  temps  quelconque,  divisé  par  ce  temps-,  ou 
^'accroissement  de  la  vitesse  dans  1  unité  de  temps. 

On  donne  à  cette  quantité  le  nom  particulier  d? accéléra- 
tion. En  entendant  que  cette  accélération  peut  être  positive 
ou  négative,  comme  nous  l'avons  dit,  le  mouvement  peut 
être  dit  uniformément  accéléré  ,•  et  cette  dénomination  n'en- 
traîne pas  l'idée  d'une  vitesse  croissante  plutôt  que  décrois- 
sante. 

Les  équations  (i)  et  (2)  dans  lesquelles  a ,  b ,  c  peuvent 
avoir  des  signes  quelconques,  donnent  lieu  à  divers  problè- 
mes d'algèbre  élémentaire,  dont  la  discussion  n'offre 
aucune  difficulté,  et  dans  le  détail  desquels  nous  ne  pou- 
vons entrer  ici. 

Du  mouvement  rectiligne  varié  en  général. 

11)1.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le 
point  se  mouvait  sur  une  ligne  quelconque.  Mais  mainte- 
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nant  que  nous  allons  faire  une  étude  plus  approfondie  du 
mouvement,  nous  supposerons  d'abord,  pour  ne  pas 
réunir  toutes  les  difficultés,  qu'il  s'effectue  sur  une  ligne 
droite. 

La  notion  d'accélération  que  nous  venons  de  donner  dans 
le  mouvement  uniformément  accéléré  peut  recevoir  une 
extension  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  à  la 
vitesse. 

En  effet,  désignons  par  A^  l'accroissement  de  vitesse 
que  prend  le  point ,  à  partir  d'un  instant  quelconque,  lors- 
que le  temps  croit  de  Af,  et  imaginons  un  mouvement  uni- 
formément accéléré  dans  lequel  la  vitesse  serait  la  même 
que  celle  du  mobile  au  premier  instant,  et  qui  aurait  une 
accélération  telle,  que  la  vitesse  croîtrait  de  même  de  A  y 
dans  le  temps  A^  cette  accélération  moyenne  sera  mesu- 
rée, d'après  ce  qui  précède,  par    — j  et  tendra   vers  une 

certaine  limite  à  mesure  que  Af  tendra  vers  zéro. 

Cette  limite  est  ce  que  l'on  appelle  Y  accélération  dans  le 
mouvement  proposé,  à  l'instant  que  l'on  considère.  Son 
expression  est 

dp  d2x 

T       ou       T7' 
dt  dt- 

Et  il  est  facile  de  voir  qu'elle  jouera  le  même  rôle  dans  le 
mouvement  varié  en  général ,  que  dans  le  mouvement  uni- 
formément accéléré,  pourvu  que  l'on  ne  considère  que  des 
intervalles  infiniment  petits.  En  effet ,  si  A*  est  infiniment 
petit ,  on  aura 

It==di  +  e' 
s  étant  aussi  infiniment  petit,  et,  par  conséquent 

df 
*.(*  =  —  At  ■+-  sàt. 
dt 
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Donc,  l'accroissement  Av  de  la  vitesse  ne  diffère  de 

—  At  que  dune  quantité  infiniment  petite,  par  rapport  à 

A  y,  et  qui  pourra  être  négligée  toutes  les  fois  qu'on  ne 
considérera  que  des  limites  de  sommes  ou  de  rapports. 
Donc,  dans  tous  les  cas  de  ce  genre  ,  l'accroissement  infini- 
ment petit  de  vitesse  pourra  être  calculé  comme  si  le  mou- 
vement était  uniformément  accéléré  ,  et  que  l'accélération 
de  ce  mouvement  fût  égale  à  ce  que  nous  avons  appelé  l'ac- 
célération dans  le  mouvement  varié  en  question. 

Remarque.  — Il  est  bon  de  remarquer  que  nous  avons 
considéré  de  deux  manières  fort  différentes  un  mouvement 
varié  quelconque,  comme  limite  de  mouvements  successifs 
de  durées  infiniment  petites.  Dans  un  cas,  ces  mouvements 
élémentaires  sont  uniformes,  dans  l'autre  ils  sont  unifor- 
mément accélérés. 

Les  premiers  ont,  à  l'instant  commun  ,  le  même  —  que 

le  proposé,  en  d'autres  termes,  la  même  vitesse;  les  seconds, 

tlx  ci 2  *v 

le  même  —  et  le  même  — — >  c  est-à-dire  même   vitesse  et 
dt  diL 

même  accélération.  Les  premiers  ont,  s'il  est  permis  de 
s'exprimer  ainsi ,  un  contact  du  premier  ordre  avec  le  pro- 
posé-, les  seconds  ,  un  contact  du  second  ordre.  Mais  aussi 
on  ne  peut,  même  dans  un  temps  infiniment  petit,  rempla- 
cer le  proposé  par  les  mouvements  élémentaires  du  premier 
genre  que  pour  calculer  les  accroissements  d'espace  5  tandis 
qu'on  peut  employer  les  autres  pour  le  calcul  de  l'accroisse- 
ment de  la  vitesse. 

Mouvement  curviligne  d'un  point. 

192.    Direction  de  la  vitesse.  —  La  définition  que  nous 
avons  donnée  de  la  grandeur  de  la  vitesse  est  indépendante 
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de  la  ligne  que  décrit  le  mobile,  et  que  l'on  nomme  ordinai- 
rement la  trajectoire.  Mais  quand  le  mouvement  est  cur- 
viligne, il  y  a  une  considération  de  plus  à  introduire,  celle 
de  la  direction.  Dans  le  mouvement  rectiligne,  la  droite 
qui  joint  une  position  du  mobile  avec  une  autre  infiniment 
voisine,  a  toujours  une  même  direction,  celle  de  la  droite 
qu'il  décrit,  et  qu'on  nomme  la  direction  du  mouvement. 
Dans  le  mouvement  curviligne,  la  droite  qui  joint  une  po- 
sition déterminée  à  celle  qu'il  a,  après  un  temps  infiniment 
petit,  varie  à  mesure  que  l'intervalle  diminue,  et  tond 
vers  une  limite  que  l'on  appelle  quelquefois  la  direction 
du  mouvement  à  l'instant  considéré,  et  que  nous  nomme- 
rons spécialement  direction  de  la  vitesse  à  cet  instant.  Elle 
se  confond  évidemment  avec  la  tangente  à  la  trajectoire  au 
point  que  l'on  considère,  prise  dans  le  sens  du  mouve- 
raen  t . 

Les  cosinus  des  angles  quelle  fait  avec  les  trois  axes  d'un 
système  de  coordonnées  rectangulaires  seront  donc,  eu  gran- 
deur et  en  signes, 

dx        dy         dz 
ds         ds         ds 

en  considérant  ds  comme  la  valeur  absolue  de  l'élément 
de  l'arc,  et  r/.r,  dy,  dz  comme  les  accroissements  positifs 
ou  négatifs  des  coordonnées  x, y,  z  du  mobile  dans  le  temps 
infiniment  petit  dt . 

193.  Composition  et  décomposition  des  vitesses. —  Lors- 
que plusieurs  forces  sont  appliquées  à  un  même  point ,  nous 
avons  vu  dans  la  Statique  qu'elles  pouvaient  être  rempla- 
cées par  une  seule  \  et  il  y  a  une  construction  géométrique 
très-simple  pour  obtenir  cette  résultante,  lorsque  toutes 
les  forces  sont  représentées,  pour  leurs  grandeurs  et  pour 
leurs  directions,  par  des  droites  partant  de  ce  point.  Lorsque 
des  constructions  semblables  se  rencontrent  sans  qu'il  s'a- 
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gisse  de  forces,  il  est  commode  d'employer  des  dénomina- 
tions analogues  qui  indiquent  immédiatement  ce  qui ,  au- 
trement, exigerait  de  longs  développements.  C'est  dans  ce 
sens  que  nous  emploierons  quelquefois  ces  expressions , 
résultante  de  droites  données  de  grandeurs  et  de  direc- 
tions partant  d'un  même  point  5  composantes  d'une  ligne 
de  direction  et  de  grandeur  donuée. 

C'est  dans  ce  même  sens  que  nous  entendrons  la  compo- 
sition et  la  décomposition  des  vitesses.  Ainsi,  pour  avoir 
les  composantes  d'une  vitesse  donnée  suivant  trois  direc- 
tions données  ,  nous  construirons  sur  la  droite  qui  la  repré- 
sente en  grandeur  et  en  direction,  un  parallélipipède  dont 
elle  soit  la  diagonale  et  dont  les  trois  côtés  soient  dans  les 
directions  choisies  pour  les  composantes.  Ce  serait  l'in- 
verse pour  la  composition  de  trois  vitesses;  et  quel  que  soit 
le  nombre  des  composantes  données  ou  cherchées ,  on  en- 
tendra toujours  qu'il  y  a  les  mêmes  constructions  à  faire  que 
s  il  s'agissait  de  composer  ou  décomposer  des  forces  appli- 
quées à  un  même  point.  Si  l'une  des  composantes  étant  pa- 
rallèle à  une  direction  donnée,  toutes  les  autres  lui  sont 
perpendiculaires ,  cette  composante  est  ce  qu'on  appelle  la 
vitesse  estimée  suivant  cette  direction.  Ce  n'est  autre  chose 
que  la  projection  de  la  vitesse  sur  cette  direction.  Nous 
verrons  par  l'usage  l'utilité  que  ces  transformations  peuvent 
avoir.  Mais  jusqu'ici  il  ne  faut  attacher  à  ces  dénominations 
de  composantes  et  résultantes  de  vitesses  que  le  sens  précis 
qui  résulte  de  nos  définitions. 

194.  Composantes  de  la  vitesse  parallèlement  aux  axes. 
—  Si  l'on  suppose  les  axes  rectangulaires  ,  ces  composantes 
ne  seront  autre  chose  que  les  projections  de  la  vitesse  sur 
les  axes.  En  prenant  la  vitesse  en  valeur  absolue,  et  sa  di- 
rection comme  nous  en  sommes  convenus,  il  faudra  faire 

,  1    •       i     ds  •  '?■''      (ly      dz 

les  produits  de  —  respectivement  par  —  ■>   — 3    —  ;   ce  mu 

1  fit  l  l         ils        ils        fis  l 
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donuera  pour  les  composantes  de  la  vitesse, 

dx        dy         dz 
dt^       dt  '       dt  ' 

elles  seront  positives  ou  négatives,  suivant  que  la  direction 
de  la  vitesse  fera  avec  les  axes  des  angles  aigus  ou  obtus. 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  expressions  subsistent 
encore  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

En  effet,  soient  M  une  position  quelconque  du  point,  et 
M'  celle  qu'il  occupe  après  un  temps  très-petit;  Ax,  A^-, 
Az  les  accroissements  des  coordonnées  de  M;  le  paralléli- 
pipède  dont  les  arêtes  sont  Ax,  Ay,  Az,  et  la  diagonale 
MM',  tend  à  devenir  semblable  à  un  parallélipipède  qui 
aurait  les  arêtes  parallèles  aux  axes,  et  sa  diagonale  suivant 
la  tangente.  Or,  ce  dernier  est  semblable  à  celui  dont  la  dia- 
gonale et  les  arêtes  seraient  la  vitesse  et  ses  composantes  : 
donc  les  rapports  de  celles-ci  à  la  vitesse  sont  les  limites 
des  rapports 


A.r 

by 

A. 3 

MM'' 

MM'  ' 

MM' 

dx 

5"' 

dz 
ds 

ou 


Les  multipliant  par  la  vitesse  —,  on  retrouve  pour  les  com- 
posantes les  expressions  précédentes 

dx         dy         dz 
dt         dt  '      dt 

On  peut  remarquer  que  —  est  la  vitesse  d'un  point  qui  se 

mouvrait  sur  Taxe  des  x  en  ayant  toujours  la  même  abs- 
cisse que  le  point  dans  l'espace 5    et   il  en  serait  de  menu 
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pour  les  deux  autres  composantes.  D'où  l'on  voit  que  les 
composantes  de  la  vitesse  d'un  mobile  sont  les  vitesses  de 
ses  projections  rectangulaires,  ou  obliques,  sur  les  trois 
axes  de  coordonnées. 

19o.  Déviation. — Considérons  un  point  animé  d'un  mou- 
vement varié  quelconque ,  et  à  un  instant  quelconque  me- 
nons la  tangente  à  sa  trajectoire  au  point  M  où  il  se  trouve 
{fig.  44)-  Concevons  ensuite  qu'à  cet  instant  un  second 
mobile  commence  à  se  mouvoir  sur  la  tangente  avec  la  vi- 
tesse qu'a  le  premier  en  M;  et  soient  M',  N  les  positions 
simultanées  de  ces  deux  points  après  un  temps  quelconque  : 
la  droite  JNM'  indique  de  combien  le  mobile  a  été  dérangé 
de  la  position  qu'il  aurait  eue,  si  sa  vitesse  était  restée  con- 
stante en  grandeur  et  en  direction  5  sa  considération  est 
très-importante  dans  l'étude  du  mouvement,  principale- 
ment lorsque  l'intervalle  de  temps  écoulé  entre  les  posi- 
tions M,  M'  est  infiniment  petit.  Nous  lui  donnerons  le 
nom  particulier  de  déviation.  Elle  pourra  être  envisagée 
sous  le  rapport  tant  de  la  grandeur  que  de  la  direction  qui 
sera  toujours  estimée  de  N  vers  M'.  Elle  sera,  par  consé- 
quent, entièrement  déterminée  quand  on  connaîtra  en  gran- 
deur et  en  signe  ses  trois  composantes  parallèles  aux  axes. 
C'est  le  calcul  que  nous  allons  faire ,  en  supposant  que  le 
mouvement  soit  donné,  c'est-à-dire  que  les  coordonnées 
x,  y,  z  du  mobile  soient  des  fonctions  connues  du  temps  t. 

196.  Composantes  de  la  déviation  suivant  les  axes.  — 
Soit  9  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit",  les  coordon- 
nées de  N  sur  la  tangente  seront,  après  ce  temps, 

dx  dr  dz 

Celles  du  point  M1  sur  la  trajectoire  seront,   en  les  d<;\i 
loppant  par  la  formule  de  Taylor,  et  représentant  par  -:, 
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:",  des  quantités  infiniment  petites, 

0-' 


dx 

*9  + 

fd'x          ' 

dt 

(%  +  < 

dz 

7t*  + 

2 

Eu  retranchant  les  coordonnées  de  N  de  celles  de  M',  on 
aura  en  grandeurs  et  en  signes  les  composantes  de  la  dévia- 
lion  NM';  leurs  valeurs  sont 

d'x  \02         (d'y         \0-         (dH         „\ô2 

-dï  +  z)^    \-dF+*)?    [lF+*)t' 

Les  expressions  des  composantes  de  la  déviation  peuvent 
être  simplifiées  lorsque  &  est  infiniment  petit,  car  on  peut 
alors  négliger  le  second  terme  qui  est  infiniment  petit,  par 
rapport  au  premier  ;  elles  se  réduisent  à 

d2x  V-        d\y  G2       d-z  0J 
~dF~2'i      ~d~F  "2  '      ~d~F  "2  ' 


et  la  déviation  elle-même  devient,  en  supposant  les  axes 
rectangulaires, 

G2 
2 


]/(%y+(%)'+@) 


197.  Direction  de  la  déviation.  —  On  appelle  direction 
de  la  déviation  en  un  point  quelconque  M ,  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  direction  NM'  à  mesure  que  M' tend  vers  M. 
Les  cosinus  des  angles  de  NM'  avec  les  axes  rectangu- 
laires étant  toujours  proportionnels  aux  composantes  de 
NM',  et  respectivement  de  mêmes  signes,  il  s'ensuit  que  la 
direction  de  la  déviation  au  point  M  fait  avec  les  axes  des 
angles  dont  les  cosinus  peuvent  être  représentés  proportion- 
nellement en  grandeurs  et  en  signes  par  les  trois  quantités 

d-x        d7  y        d-  z 
~W      ~dF'       dt*' 
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Leurs  valeurs  même  s'obtiendraient  en  divisant  ces  quanti- 
tés par 


V(2)H%)'+&)' 


Si  le  mouvement  avait  lieu  suivant  une  ligne  droite,  la 

déviation  serait   évidemment  dirigée  suivant  cette  même 

cl"*  jc     ci^  y 
droite;  et,  en  effet,  dans  ce  cas,  les  quantités-—?  —rj-> 

d2z  „       ,  dx     dy     dz 

— —  sont  proportionnelles  a  -—•>  —5  —  • 
de1  l      L  dt      dt      dt 

198,  accélération  dans  le  mouvement  déviatoire. — Nous 
avons  vu  qu'en  négligeant  les  quantités  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second ,  par  rapport  à  9 ,  et ,  par  conséquent ,  infi- 
niment petites  par  rapport  à  la  déviation  NM',  la  valeur  de 
cette  dernière  quantité  était 


'  S  +  & 


Elle  croît  donc  comme  l'espace  parcouru  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  par  un  mobile  partant  du  repos  , 


l'accélération  étant  égale  à 


>/&) 


d'rV      /d2z 


Ainsi ,  en  se  représentant  la  déviation  comme  décrite  par 
le  mouvement  d'un  point,  et  bornant  l'approximation  aux 
quantités  du  second  ordre  qui  suffisent  pour  le  calcul  des 
accroissements  infiniment  petits  de  vitesse,  on  peut  dire 
que  le  mouvement  déviatoire  est  uniformément  accéléré; 
et  dans  ce  mouvement  l'accélération  a  pour  valeur 

\/WFWFWf- 

F,n  multipliant  cette  expression  par  les  cosinus  des  angles 
formés  avec  les  axes  par  la  direction  de  la  déviation,   et 
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calculés  ci-dessus  ,  ou  trouvera  pour  les  composantes  de 
cette  accélération,   en  grandeurs   et   en   signes,   les   trois 

expressions 

d2x         d-y        d'z 
~dF"      ~~dF*      ~d?' 

199.  Remarque. — 11  faut  bien  remarquer  que  cette  accélé- 
ration est  celle  du  mouvement  déviatoire,  au  moyen  duquel 
on  regarde  la  déviation  comme  décrite,  et  non  pas  du  mou- 
vement lui-même  sur  la  trajectoire.  Ce  serait  trop  détourner 
les  mots  de  leur  sens  naturel.  ]Xous  avons  d'abord  appelé 
accélération,  l'accroissement  de  la  vitesse  dans  l'unité  de 
temps,  cet  accroissement  ayant  lieu  uniformément;  nous 
avons  ensuite  étendu  cette  définition  au  cas  dune  variation 
quelconque,  par  la  considération  des  infiniment  petits  :  il 
n'est  pas  possible  d  aller  plus  loin  sans  dénaturer  cette  no- 
tion. Si  donc  on  considérait  l'accélération  dans  un  mouve- 
ment curviligne  varié,  il  serait  naturel  d'entendre  par  là 

1»  ■  3  >    ■     T  •      '     1  (IV 

1  accroissement  de  vitesse  rapporte  a  1  unité  de  temps,  ou—, 

ce  qui  ne  serait  nullement  l'accélération  du  mouvement 
déviatoire  que  nous  venons  de  calculer.  C'est  pourquoi 
nous  ne  désignerons  jamais  celte  dernière  sous  le  nom  d'ac- 
célération du  mouvement  sur  la  trajectoire. 

200.  Composantes  de  la  déviation  suivant  la  tangente 
et  la  normale.  —  ^Nous  avons  vu  que  les  composantes  de  la 
déviation  suivant  les  axes  avaient  pour  expressions,  en  négli- 
geant les  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  ces 
composantes , 

V  d-x         0   d'y        0    d'z 
1     dt-    '        2    dï  '       1     dt2 

Soient  NM'  [fig.  44)  la  déviation,  M'P  la  perpendicu- 
laire abaissée  de   M'  sur  la   tangente  en  M  :  NP  et   1\M 
seront,  d'après   notre  définition,  les  composantes  de  NM 
suivant  la  tangente  et  la  direction  PM', 
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La  composante  tangentielle  ÎNP  s'obtiendra,  en  grandeur 
et  en  signe,  en  projetant  sur  la  tangente  les  trois  compo- 
santes de  NM'  suivant  les  axes.  En  supposant  toujours  les 
axes  rectangulaires,  les  cosinus  des  angles  que  forme  avec 
eux  la  direction  de  la  tangente  prise  dans  le  sens  du  mou- 
vement, sont 

dx        dy        dz 
ds  ds        ds  ' 

d'où  il  suit  que  la  composante  tangentielle  de  la  déviation 
aura  pour  valeur 

Q-    dx d- x  -4-  dy  d2 y  +  dz  d2 z 
2  dsdt2 

Mais  de  l'équation 

dx-  -+-  dy7  -f-  dz"1  =  ds' 
on  tire 

dx  d 2 x  -h  dy  d2y  -+-  dzd2  z  =  ds  d2 s  ; 

l'expression  précédente  devient  donc 

Q2  d2s  Q2  dv 

ou 

2  dt2  2  dt 

Telle  est  l'expression  de  la  composante  taugentielle. 

Quant  à  la  seconde  composante  M'P,  on  sait  que  si  l'on 
désigne  par  R  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  en  M  , 
on  aura,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  M'P, 

M'P  =  — —  ; 

2R    ' 

mais  MM'  étant  l'espace  parcouru  dans  le  temps  9,  on 
pourra  remplacer  MM'  par  t->0,  et  Ton  aura,  au  degré  d'ap- 
proximation demandé  , 

G2  v2 

M'P=-  -• 

2  R 
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Telle  est  donc  1  expression  de  la  composante  normale,  dont 
la  direction  peut  être  remplacée  par  sa  direction  limite,  sans 
changer  le  degré  d'approximation.  Cette  direction  limite  est 
celle  de  la  normale  menée  du  point  M  au  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire.  Ces  deux  composantes  peuvent  être 
désignées  par  les  noms  de  déviation  tangentielle  et  dévia- 
tion centripète. 

On  reconnaît  facilement,  d'après  les  expressions  de  ces 
deux  composantes,  que,  si  le  mouvement  est  uniforme,  la 
déviation  est  normale  à  la  trajectoire;  et,  s  il  est  rectiligne, 
R  étant  infini,  la  déviation  est  dans  le  sens  de  la  tangente 
ou  de  la  ligne  du  mouvement. 

201 .  Composantes  tangentielle  et  normale  de  V accélé- 
ration dans  le  mouvement  déviatoire.  —  Le  mouvement 
déviatoire  étant  dirigé  suivant  NM'}  et  par  suite  aussi,  l'ac- 
célération de  ce  mouvement,  les  composantes  de  cette  accé- 
lération suivant  la  tangente  et  la  normale  principale  seront, 
avec  raccélératiou  elle-même,  dans  les  mêmes  rapports  que 
3iP,PM',  jNM'  ,  et  nous  avons  déjà  remarqué  que  les  com- 
posantes de  l1  accélération  dans  un  mouvement  rectiligne 
NJVï'  sont  les  accélérations  des  mouvements  des  projections 
du  point  sur  les  directions  que  l'on  considère.  ÎSous  aurons 
donc  les  expressions  des  composantes  de  1  accélération  en 

0' 
divisant  par  —les  expressions  des  espaces  infiniment  petits 

NP,  PM'  parcourus,  dans  le  temps  9. 

Les  composantes  tangentielle  et  normale  de  laccéléra- 

non  au  mouvement  déviatoire  sont  donc,  la  première  — 

ou  —■>  et  la  seconde  — 
dt  R 

On  les  désigne  quelquefois  sout  les  noms  ^accélération 

tangentielle  et  accélération  centripète. 

i.  r5 
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CHAPITRE  IL 

SUR    LE    MOUVEMENT    GÉOMÉTRIQUE    D'UN    SYSTÈME 
DE    FORME    INVARIABLE. 

202.  Si  Ion  considère  deux  positions  successives  occu- 
pées par  un  système  de  forme  invariable,  indépendamment 
des  forces  qui  font  sollicité,  et  du  temps  qu'il  a  mis  pour 
passer  de  l'une  à  l'autre,  on  voit  d'abord  qu'il  y  a  une  in- 
finité de  manières  de  l'amener  de  la  première  à  la  seconde, 
et  l'on  peut  se  proposer  de  déterminer  les  mouvements  les 
plus  simples  ou  les  plus  avantageux  .  au  moyen  desquels  on 
peut,  dans  chaque  cas,  opérer  ce  passage. 

Or,  quelque  déplacement  qu'ait  subi  un  système,  on  peut 
l'amener  dans  sa  nouvelle  position,  en  faisant  d'abord 
mouvoir  tous  les  points  suivant  des  lignes  parallèles  et 
égales  à  celle  qui  joint  les  deux  positions  d'un  même  point 
du  système,  ou  d'un  point  quelconque  qu'on  y  aura  lié  in- 
variablement, puis  en  laissant  ce  point  fixe,  et  en  faisant 
tourner  le  système  autour  de  lui ,  jusqu'à  ce  que  deux  au- 
tres points,  non  en  ligne  droite  avec  ce  centre,  viennent 
prendre  la  position  qu  ils  doivent  occuper. 

Examinons  maintenant  chacun  de  ces  deux  mouvements, 
de  translation  et  de  rotation. 

Il  est  évident  que  le  point  que  1  on  a  considéré  pourrait 
parvenir  d'une  position  à  l'autre,  en  décrivant  un  polygone 
quelconque,  qui  commencerait  à  l'une  et  se  terminerait  à 
l'autre.  D'où  il  suit  que  le  premier  mouvement  pourra  être 
remplacé  par  une  suite  d'autres  mouvements  de  translation, 
représentés  en  grandeur  et  en  direction  par  les  divers 
eûtes  de  cepolvgone.  Cette  substitution  de  plusieurs  mouve- 
ments successifs  à  un  seul  s'appellera  composition,  et  l'in- 
verse décomposition.  On  peut  donc  dire  que  les  mouve- 
ments de  translation  peuvent  se  composer  et  se  décomposer 


PREMIERS    ANNhK.     —    STATIQUE.  'Zl'j 

de  la  même  manière  que  les  forces  appliquées  à  un  même 
point. 

Quant  au  mouvement  autour  du  point  fixe,  il  est  facile 
«le  reconnaître  d'abord  qn'il  peut  être  décomposé  dune 
infinité  de  manières,  en  deux  mouvements,  autour  d'axes 
fixes;  car  on  amènerait  un  point  quelconque  d'une  posi- 
tion à  une  autre,  en  faisant  tourner  le  système  autour  dune 
droite  quelconque  passant  par  le  point  fixe,  et  située  dans  le 
plan  mené  par  ce  point,  perpendiculairement  à  la  droite 
qui  joint  les  deux  positions  du  point  que  l'on  considère, 
lesquelles  sont  nécessairement  équidistantes  du  centre.  Le 
système  ayant  maintenant  deux  de  ses  points  dans  la  posi- 
tion qu'ils  doivent  occuper,  il  est  certain  que  tous  les  au- 
tres arriveront  à  la  leur,  par  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  la  droite  qui  joint  les  deux  premiers.  La  question 
<\st  donc  réduite  à  la  considération  des  mouvements  de  ro- 
tation autour  d'axes  passant  par  le  point  fixe. 

Les  propositions  que  nous  allons  démontrer  relativement 
à  la  composition  et  la  décomposition  de  ces  mouvements 
sont  extraites  de  la  Théorie  nouvelle  de  la  rotation  des 
corps,  de  M.  Poinsot;  mais,  avant  d'entrer  dans  cette  expo- 
sition, nous  commencerons  parfaire  une  remarque  très- 
simple  et  très-utile.  Lorsqu  un  corps  tourne  autour  d'un 
axe  fixe,  d'une  quantité  angulaire  infiniment  petite,  les 
variations  infiniment  petites  des  coordonnées  d'un  point 
quelconque  dépendent  des  coordonnées  de  ce  point,  et 
des  autres  données  de  la  question.  Pour  un  point  infiniment 
voisin,  ces  variations  ne  différeront  donc  des  premières 
que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles,  et 
l'on  peut  les  substituer  les  unes  aux  autres,  s'il  ne  s'agit 
que  de  limites  de  sommes  ou  de  rapports.  On  peut  donc, 
dans  la  détermination  du  déplacement  infiniment  petil 
d'un  corps  qui  tourne  autour  d'un  axe,  supposer  que  le 
corps,  au  lieu  de  partit  de  la  position  donnée,   parte  d'uni 


i  •. 
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auire  position  infiniment  voisine;  les  variations  des  coor- 
données de  chacun  de  ces  points ,  ainsi  calculées  ,  pourront 
être  prises  pour  celles  que  l'on  cherchait.  Si  donc  on  a  à 
faire  éprouver  successivement  à  un  corps  un  nombre  quel- 
conque de  rotations  successives  infiniment  petites,  on 
pourra  supposer  chacune  d'elles  effectuée  à  partir  de  la 
position  primitive  du  corps,  et  la  somme  totale  des  varia- 
tions des  coordonnées  de  chaque  point  pourra  être  consi- 
dérée comme  la  variation  résultante  des  mouvements  opérés 
à  la  suite  les  uns  des  autres  ,  et  dans  un  ordre  quelconque. 

Il  est  encore  facile  de  s'assurer  que  si  le  système  tournait 
de  la  même  quantité  infiniment  petite  autour  d'un  axe  in- 
finiment voisin  de  celui  qui  est  donné,  les  variations  des 
coordonnées  d'un  point  à  une  distance  finie  ne  seraient  al- 
térées que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles- 
mêmes,  et  qui  pourraient  conséquemmcntêtre  négligées.  En 
effet,  les  variations  des  coordonnées,  en  se  bornant  aux 
quantités  du  premier  ordre  infinitésimal,  sont  le  produit 
de  l'angle  de  rotation  infiniment  petit,  par  des  fonctions 
des  quantités  qui  déterminent  l'axe.  Si  donc  ces  quantités 
changent  infiniment  peu,  il  en  résulte,  pour  les  variations 
des  coordonnées,  des  changements  d'un  ordre  supérieur 
au  premier. 

Ainsi ,  il  n'y  a  aucune  erreur  du  premier  ordre  infinité- 
simal dans  l'expression  des  variations  des  coordonnées  des 
divers  points  d'un  système  rigide  qui  tourne  successivement, 
de  quantités  angulaires  infiniment  petites,  autour  d'axes  en 
nombre  quelconque,  lorsque  l'on  substitue  à  ces  divers 
points,  d'autres  points  infiniment  voisins;  que  l'on  substitue 
de  même  à  ces  axes  d'autres  axes  infiniment  peu  différents , 
etquelque  soit  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  ces  différentes 
rotations.  C'est  à  cause  de  ces  avantages  que  l'on  décompose 
toujours  les  mouvements  effectués  dans  des  temps  finis, 
dans  ceux  qui  s'accomplissent  dans  les   intervalles  infini- 
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ment  petits,  dans  lesquels  on  peut  décomposer  ces  temps. 
Aussi  tout  ce  que  nous  dirons  sur  la  composition  et  la  dé- 
composition des  mouvements  se  rapportera  presque  unique- 
ment au  cas  où  ces  mouvements  seront  infiniment  petits. 

203.  Vitesse  angulaire.  —  Considérons  le  mouvement 
continu  de  rotation  d'un  système  rigide,  et  concevons  un 
plan  passant  par  Taxe  et  lié  invariablement  au  svstème.  La 
position  de  ce  plan  détermine  celle  de  tous  les  autres  points, 
et  peut  être  donnée  à  chaque  instant  par  l'angle  d>  qu'il  fait 
avec  un  plan  fixe  mené  par  Taxe. 

Si  les  accroissements  de  cet  angle  sont  proportionnels 
aux  accroissements  du  temps,  le  mouvement  angulaire  du 
système  est  uniforme.  11  en  est  de  même  des  mouvements 
des  différents  points,  et  leurs  vitesses  sont  proportionnelles 
à  leurs  distances  à  1  axe.  On  nomme,  dans  ce  cas,  vitesse 
angulaire  du  système,  1  angle  décrit  par  le  plan  mobile 
dans  1  unité  de  temps;  c'est  la  vitesse  de  tout  point  situé  à 
1  unité  de  dislance  de  Taxe. 

Si  le  mouvement  angulaire  est  varié  et  que  l'angle  ty  soit 
une  fonction  quelconque  du  temps,  on  appellera  vitesse 
angulaire  à  un  instant  quelconque  la  limite  de  la  vitesse 
angulaire  moyenne  avec  laquelle  un  angle  infiniment  petit 
serait  décrit  à  partir  de  cet  instant.  Sa  valeur  est  la  dérivée 

de  1  angle  par  rapport  au  temps,  ou  -~  :   et  l'angle  décrit 

dans  an  temps  infiniment  petit  peut  être  considéré  comme 
le  produit  de  la  vitesse  angulaire  par  ce  temps,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur. 

204.  Remarque.  —  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  le  sens  que 
nous  avons  attaché  à  la  composition  des  mouvements.  Nous 
avons  supposé  que  le  corps  avait  deux  mouvements  succes- 
sifs ,  et  nous  nous  sommes  proposé  de  déterminer  la  position 
à  laquelle  il  parvenait  après  leur  accomplissement.  Quel- 
quefois on  dit  qu'un  corps  est  animé  de  plusieurs  mouve- 
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ments  simultanés;  mais  comme  effectivement  un  point  ne 
peut  avoir  qu'un  mouvement  à  la  fois,  on  entend  par  là 
que  ce  corps  a  un  certain  mouvement  par  rapport  à  un  sys- 
tème rigide,  qui  lui-même  en  a  un  par  rapport  à  un  autre 
système  rigide,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive 
à  un  système  immobile.  Il  résulte  de  là,  pour  le  corps,  un 
certain  mouvement  dans  l'espace,  qui  est  continu  si  les 
autres  le  sont ,  et  qui  rentre  dans  les  mouvements  résultants 
tels  que  nous  les  avons  définis.  En  effet,  considérons  tous 
ces  mouvements  correspondants  à  un  même  temps  écoulé  : 
concevons  d'abord  que  le  corps  se  meuve  seul  et  accomplisse 
son  mouvement  dans  le  premier  système;  qu'ensuite  ce 
système  exécute  son  mouvement  dans  le  second  ,  en  entraî- 
nant avec  lui  le  corps  dans  la  position  qu'il  y  a  prise; 
qu'après  cela,  le  second  système  exécute  son  mouvement  en 
entraînant  le  premier  et  le  corps;  et  ainsi  de  suite;  il  est 
facile  de  voir  que  le  corps  se  trouvera  à  la  fin  dans  la 
position  où  il  doit  être  d'après  les  données.  Mais  chacun  des 
mouvements,  que  nous  venons  d'indiquer,  des  systèmes  qui 
entraînent  le  corps  fixement  lié  à  eux,  n'est  autre  chose 
qu'un  mouvement  du  corps  lui-même,  et  décomposable  en 
un  mouvement  de  translation  suivi  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  axe  fixe.  D'où  l'on  voit  que  les  mou- 
vements simultanés  en  question  ,  que  l'on  appelle  quelque- 
fois, assez  improprement,  des  mouvements  dont  le  corps  est 
animé  simultanément,  le  placent  à  une  époque  quelconque 
dans  la  même  position  où  il  arriverait  par  la  composition  de 
ces  mouvements  telle  que  nous  l'avons  définie,  c'est-à-dire 
<-n  les  produisant  successivement. 

20o.  Cas  des  axes  concourants. —  Soit  OA  {ftg-  45)  la 
direction  d'un  axe  autour  duquel  un  système  rigide  tourne, 
d'une  quantité  angulaire  quelconque  2 a,  le  sens  de  la  rota- 
tion étant  déterminé  de  la  manière  indiquée  précédem- 
ment. 
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Soit  de  même  OB  un  second  axe  autour  duquel  le  sys- 
tème tourne  dune  quantité  angulaire  2e,  quand  le  pre- 
mier mouvement  est  accompli.  Nous  allons  démontrer  que 
le  système  arriverait  à  la  même  position  par  une  rotation 
unique,  autour  d'un  axe  passant  par  le  même  point  O. 

En  effet ,  menons  par  OA  un  plan  qui  fasse  avec  le  plan 
AOB  un  angle  a,  du  côté  de  OB;  et  par  OB  un  autre  plan 
faisant  avec  AOB  un  angle  0,  du  côté  de  AO.  Tl  est  évident 
qu'après  la  première  des  deux  rotations  ,  l'intersection  OD 
de  ces  deux  plans  aura  pris  la  position  symétrique  par  rap- 
port au  plan  AOB,  et  qu'après  la  seconde  rotation,  elle 
aura  repris  sa  première  position.  Donc  le  système  par- 
viendrait à  la  seconde  position  en  tournant  autour  de 
Taxe  OD. 

Cette  conséquence  a  lieu,  quels  que  soient  les  angles  2a, 
26;  mais  nous  examinerons  particulièrement  le  cas  où  ils 
sont  infiniment  petits.  Dans  l'angle  trièdre,  formé  par  les 
arêtes  OA,  OB,  OD,  les  sinus  des  angles  BOD,  AOD  sont 

entre  eux  comme  sin  a  :  sin  ê:  donc  la  limite  de  -•>  qui  est 

le  rapport  des  vitesses  angulaires,  en  supposant  ces  angles 
décrits  dans  un  même  temps,  est  égale  au  rapport  des  sinus 
des  angles  formés  avec  OB,  OA  par  la  limite  de  la  direction 
de  l'axe  OD,  qui  se  trouve  dfins  le  plan  OAB  lui-même. 
Ainsi ,  les  deux  rotations  infiniment  petites,  dont  le  rapport 
dus  vitesses  angulaires  est  connu,  se  composent  en  une 
seule,  autour  d'un  axe  dirigé  suivant  la  diagonale  OP  du 
parallélogramme  construit  sur  les  lignes  OiM,  OIS  [Ji-g-  46) 
proportionnelles  à  ces  vitesses  angulaires,  et  portées,  à 
partir  du  point  O,  sur  les  axes  correspondants. 

11  ne  reste  plus  qu'à  connaître  le  sens  et  la  grandeur  de 
la  vitesse  angulaire  du  mouvement  résultant.  Pour  cela, 
on  choisira  un  point  quelconque  1  sur  l'axe  OA,  autour  du 
quel  s'esl  effectuée  la  première  rotation;  il  ne  se  déplacera 
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qu'à  la  seconde,  et  il  décrira  une  ligne  infiniment  petite  ÎL 
perpendiculaire  au  plan  AOB  (Jig.  46).  Abaissons  les  per- 
pendieulaires  IK ,  IH  sur  OB,  OD.  Les  angles  infiniment 
petits ,  dont  le  point  I  tourne  autour  de  OB  ou  de  OD,  pour 
parvenir  à  sa  position  L,  sont  dus  à  des  mouvements  de 
même  sens,  et  en  raison  inverse  de  IK  et  IH,  ou  de  sin  KOI 
et  sin  HOI,  ou  enfin  de  OP  et  OiS .  Donc  la  vitesse  angu- 
laire résultante  sera  représentée  par  la  diagonale  OP,  puis- 
que la  vitesse  angulaire  autour  de  OB  l'est  par  OIS  .  De  plus, 
d'après  ce  cpue  nous  avons  dit,  le  sens  de  la  rotation  autour 
de  OD  est  de  gauche  à  droite,  comme  autour  de  OB.  Donc 
enfin,  si  Von  prend  sur  la  direction  de  deux  axes,  à  par- 
tir de  leur  point  de  concours,  des  grandeurs  qui  repré- 
sentent les  vitesses  angulaires  des  rotations  successives  au- 
tour de  ces  deux  axes ,  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  ces  deux  lignes  représentera  la  direction  de 
l'axe  de  la  rotation  résultante,  et  la  grandeur  de  sa  vi- 
tesse angulaire. 

On  conclut  de  là  que  la  composition  et  la  décomposition 
de  rotations  en  nombre  quelconque  autour  d'axes  passant 
par  un  même  point  s* effectuent  de  la  même  manière  que 
(elles  des  forces  dirigées  suivant  ces  axes,  et  représen- 
tées en  grandeur  par  les  vitesses  angulaires  correspon- 
dantes. 

206.  Cas  des  axes  parallèles.  —  Considérons  mainte- 
nant deux  axes  parallèles  dont  les  directions  sont  dans  le 
même  sens,  par  exemple  au-dessus  du  plan  perpendiculaire 
sur  lequel  ils  sont  projetés.  Soient  A  et  B  leurs  projections, 
et  2  a,  20  les  angles  dont  le  système  tourne  successivement 
autour  de  A  et  B.  Soit  AC  {fig-  4"])  la  trace  d'un  plan  pas- 
sant par  l'axe  A  et  faisant  avec  AB  l'angle  CAB  =  a.  du  côté 
de  B;  et  soit  de  même  BC  faisant  1  angle  CBA  =  ë  du  côté 
de  A.  La  parallèle  aux  axes,  menée  par  le  point  C,  revien- 
dra à  sa  première  position  après  les  deux  rotations,  ell'ec- 
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tuées  dans  1  ordre  indiqué.   Le  déplacement  proposé  serait 
donc  produit  par  une  rotation  autour  de  cette  droite. 

Lorsque  les  angles  a,  o  sont  infiniment  petits,  le  point  C 
est  sur  la  droite  AB,  en  un  point  C  qui  la  partage  en  raison 
inverse  des  angles  a,  ë,  ou  des  vitesses  angulaires. 

De  plus,  lorsque  la  rotation  est  effectuée  autour  de  A. 
et  qu'elle  s  effectue  ensuite  autour  de  B,  le  point  A  étant 
situé  du  même  côté  de  C  et  B,  et  la  rotation  autour  de  C 
devant  l'amener  au  même  point,  il  en  résulte  qu'elle  est 
dans  le  même  sens  que  les  deux  autres.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
connaître  la  vitesse  de  la  rotation  résultante.  Soit  AD  la 
ligne  infiniment  petite  que  décrit  le  point  A  autour  de  B, 
il  décrira  la  même  ligne  autour  de  C,  et  les  vitesses  angu- 
laires seront  en  raison  inverse  de  AB  et  de  AC.  Donc,  si 
les  vitesses  angulaires  autour  de  A  et  B  sont  représentées 
respectivement  par  BC  et  AC.  la  vitesse  angulaire  résul- 
tante le  sera  par  AB. 

La  loi  de  composition  de  deux  rotations  de  même  sens 
autour  d'axes  parallèles  est  donc  identique  avec  celle  de  la 
composition  des  forces  parallèles  de  même  sens.  On  trou- 
verait la  même  identité  dans  le  cas  de  rotations  de  sens 
contraires,  soit  en  le  déduisant  du  précédent,  comme  dans 
la  composition  des  forces,  ou  en  le  traitant  directement. 

207.  Couples  de  rotations.  —  Si  les  deux  rotations  qu'on 
a  à  composer  étaient  égales  et  de  sens  contraires,  on  aurait 
ce  que  M.  Poinsot  appelle  un  couple  de  rotations.  L'effet 
de  ces  deux  rotations  est  de  donner  un  mouvement  de  trans- 
lation au  système  dans  le  sens  de  l'axe  de  ce  couple.  En 
effet,  soit  INI  [fïg.^S)  un  point  Quelconque  du  système,  il  se 
mouvra  dans  un  plan  perpendiculaire  aux  axes-,  et  si  pour 
chacune  des  rotations  il  décrit  les  lignes  infiniment  petites 
MC,  ME,  respectivement  perpendiculaires  aux  droites 
M  A  ,  MB  et  proportionnelles  à  leurs  longueurs ,  il  parvien- 
dra à  l'extrémité  IN  de  la  diagonale  du  parallélogramme 
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construit  sur  MC,  Ml).  Or,  les  triangles  MCN,  A  MB  sont 
semblables  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  cotés 
proportionnels  ,  d'où  il  suit  que  MN  est  perpendiculaire  à 
AB.  L'effet  d'un  couple  de  rotations  est  donc  un  mouve- 
ment de  translation  dans  le  sens  de  l'axe  de  ce  couple  ,  et 
qui  reste  le  même,  de  quelque  manière  qu'on  place  ce  cou- 
ple dans  son  plan,  ou  dans  tout  plan  parallèle.  Pour  con- 
naître l'espace  parcouru,  il  suffit  de  considérer  un  point 
quelconque,  A  par  exemple,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  se 
déplace  d'une  quantité  égale  à  la  distance  AB,  multipliée 
par  l'angle  de  rotation. 

Toute  translation  pouvant  ainsi  être  remplacée  par  deux 
rotations  ,  on  pourrait  se  borner  à  considérer  des  mouve- 
ments de  rotation. 

Nous  avons  vu  que  les  mouvements  de  translation  se 
composent  comme  les  forces  appliquées  à  un  même  point; 
il  s'ensuit  que  les  couples  de  rotations  se  composeront  de 
la  même  manière;  et  si  l'on  porte  sur  l'axe  de  chacun 
d'eux  une  longueur  égale  à  l'angle  de  rotation  multiplié 
par  le  bras  de  levier  de  ce  couple,  c'est-à-dire  par  la  dis- 
tance de  deux  axes  de  rotatiou  ,  ces  longueurs  composées 
comme  des  forces,  à  partir  du  même  point,  donneront 
en  grandeur  et  en  direction  le  mouvement  de  translation 
résultant. 

On  remarquera  qu'une  rotation  autour  d'un  axe  A  pourra 
toujours  être  remplacée  par  une  rotation  identique,  autour 
d'un  axe  B  parallèle  au  premier,  plus  un  couple  de  rotations 
dont  le  bras  de  levier  sera  AB  ;  car  il  suffit  pour  cela  d'in- 
troduire deux  rotations  autour  de  Taxe  B  qui  soient  égales 
à  la  première  et  de  sois  opposés,  ce  qui  ne  change  rien  au 
déplacement. 

208.  Réduction  générale  de  tout  mouvement. —  Quelles 
que  soient  les  rotations  et  translations  infiniment  petites 
opérées  sur  un  système ,  elles  peuventse  réduire  à  uae  roia- 
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tion  autour  d'un  axe  passant  par  un  point  arbitraire,  ei 

une  translation  dépendante  de  ce  point. 

En  eilet,  toute  rotation  autour  d'un  axe  peut  être  clian- 
gée  en  une  rotation  identique  autour  d'un  axe  parallèle 
mené  parce  même  point  quelconque,  plus  une  translation, 
ou  un  couple  de  rotations,  dépendant  de  la  position  du 
nouvel  axe.  Toutes  les  rotations  composées  donneront  la 
même  rotation  résultante  autour  d'un  are  de  direction 
constante,  quel  que  soit  le  point  où  l'on  ait  transporté  tous 
les  axes.  Mais  les  mouvements  de  translation  ou  couples  de 
rotations  donnés,  composés  avec  ceux  qu'on  a  introduits  . 
donneront  un  couple  résultant,  ou  une  translation,  varia- 
ble de  grandeur  et  de  direction. 

209.  Cas  particulier  où  le  mouvement  est  parallèle  à  un 
plan.  —  Si  tous  les  points  du  corps  se  meuvent  suivant  des 
lignes  parallèles  à  un  même  plan,  et  que  Ton  conçoive  une 
section  faite  par  un  plan  fixe  parallèle  au  premier,  il  en 
résultera  une  figure  qui  se  mouvra  dans  ce  plan  fixe  ;  et  sa 
position  déterminant  celle  du  corps  même,  il  suffira  de  con- 
sidérer le  mouvement  de  cette  figure. 

Or,  il  est  facile  de  démontrer  que  tout  déplacement  infi- 
niment petit  qu'elle  subira  ,  peut  être  produit  par  une  rota- 
tion autour  d'un  point  déterminé.  En  effet,  on  pourra 
toujours  produire  ce  déplacement,  par  une  translation  qui 
amènera  un  point  A  eboisi  arbitrairement  dans  la  position 
A' qu'il  doit  prendre  (fîg.  4.9),  puis,  par  une  rotation  con- 
venable 2  a  effectuée  autour  de  A'.  .Menons  par  A'  une 
droite  LM  perpendiculaire  à  AA',  et  deux  autres  droites 
faisant  de  part  et  d'autre  de  LM  des  angles  égaux  à  a  5  puis, 
inscrivons  entre  ces  deux  droites  deux  lignes  1>B',  CC, 
égales  et  parallèles  à  AA'. 

Les  deux  points  B  ,  C  considérés  comme  liés  à  la  figure 
auront  été  transportés  en  B',  C  par  la  translation  :  ensuite 
la  miation  amènera  IV  en  l>  ou  C  en  C,  suivani  qu  elle  de- 
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via  être  exécutée  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Supposons 
que  ce  soit  B'  qui  revienne  en  B  :  le  système  arri\e  donc 
dans  la  position  qu'il  doit  avoir  ,  sans  que  le  point  B  quitte 
sa  première  position,  et  par  conséquent,  par  une  simple 
rotation  autour  du  centre  B,  dont  la  position  est  entière- 
ment déterminée  par  la  construction  précédente.  Le  corps 
aura  ainsi  effectué  une  rotation  autour  d'un  axe  perpendi- 
culaire au  plan. 

La  question  que  nous  venons  de  traiter  est  renfermée 
dans  celle  du  mouvement  d'une  figure  sur  nue  sphère,  la- 
quelle avait  été  traitée  pour  la  première  fois  par  Euler. 

210.  Réduction  générale  à  un  mouvement  hélicoïdal. — 
-Vous  avons  déjà  réduit  tout  mouvement  à  deux  autres,  l'un 
de  translation  dépendant  du  point  choisi  ;  l'autre  de  rota- 
lion  et  constant  quant  à  la  direction  et  à  la  grandeur.  Dé- 
composons le  premier  en  deux,  l'un  parallèle  à  l'axe  de 
rotation  ,  l'autre  perpendiculaire.  Ces  mouvements  infini- 
ment petits  pouvant  être  effectués  dans  un  ordre  quelcon- 
que, nous  commencerons  par  la  translation  parallèle  à 
l'axe;  il  restera  une  rotation  et  une  translation  perpendicu- 
laire à  l'axe,  qui  se  composeront  comme  on  vient  de  le 
voir,  en  une  simple  rotation  autour  d  un  axe  parallèle  au 
premier. 

Tout  mouvement  est  donc  réductible  a  une  rotation  au- 
tour d'un  axe,  et  une  translation  parallèle  à  cet  axe,  mou- 
vement qui  n'est  autre  que  celui  d'une  vis  dans  son 
écrou. 

On  reconnaît  facilement  (pic  cette  translation  pai  allèle  à 
l'axe  est  la  projection,  sur  cet  axe  ,  de  la  première  transla- 
tion à  quelque  point  qu'elle  se  rapportât.  Elle  est  toujours 
la  même  et  égale  à  la  quantité  commune  dont  tous  les  points 
du  corps,  en  passant  de  leur  première  position  à  la  seconde, 
se  sont  éloignés  d'un  même  plan  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion déterminée  de  l'axe.  Enfin  elle  est  la  plus  petite  trans- 
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laiion  possible,  puisqu'elle  est  la  projection  de  toutes  les 
autres. 

On  arriverait  à  ce  même  résultat  par  la  composition 
des  rotations  et  des  couples  de  rotations,  qui  est  analogue, 
comme  nous  1  avons  vu,  à  celle  des  forces  et  des  couples. 
En  cllet,  nous  avons  démontré  dans  la  Statique  que  tout 
système  de  forces  pouvait  être  ramené  à  une  force,  et  un 
couple  ayant  son  axe  parallèle  à  cette  force.  Donc  aussi,  tout 
système  de  rotations  ou  translations  infiniment  petites  peut 
être  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  axe,  et  une  transla- 
tion parallèle  à  cet  axe. 

211.  Mouvement  continu  parallèlement  à  un  plan  fixe. 
— Ce  mouvement  peut  être  réduit ,  comme  nous  1  avons  déjà 
dit ,  à  celui  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Décomposons 
le  temps  en  éléments  infiniment  petits.  Le  mouvement  opéré- 
dans  chacun  de  ces  intervalles  pourra  ,  comme  nous  l'avons 
démontré,  être  considéré  comme  une  rotation  effectuée  au- 
tour d'un  point  déterminé,  que  l'on  nomme  centre  instan- 
tané de  rotation  ;  et  l'ensemble  de  ces  centres  a  pour  limite 
un  lieu  géométrique  continu,  entièrement  déterminé,  et 
immobile  sur  le  plan.  Si  maintenant  l'on  considère  tous  les 
points  liés  à  la  figure  mobile,  qui  sont  venus  successive- 
ment coïncider  avec  les  points  du  premier  lieu  à  1  instant 
où  ils  étaient  centres  de  rotation,  on  aura  un  second  lieu  . 
invariablement  lié  avec  la  figure  mobile,  et  se  déplaçant 
sur  le  plan.  Si  1  on  connaissait  le  mouvement  de  ce  lieu,  il 
déterminerait  réciproquement  celui  de  la  figure  qui  lui  est 
liée.  Or  nous  allons  voir  qu  il  peut  être  très-simplement 
défini. 

En  elTèt,  soient  A,  B,  C,  D,  E,  F,  etc.  (  fi  g.  5o),  les  posi- 
tions successives  des  centres  de  rotation  correspondants  aux 
divers  intervalles  de  temps:  A',  B',  C,  D',  etc.,  les  points 
liés  à  la  figure,  et  qui  viennent  coïncider  respectivement 
avec  les  premiers,  à  l'instant  OÙ  ils  deviennent  (entres  de 
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rotation.  Lorsque,  par  exemple,  IV  est  en  13,  la  figure 
tourne  autour  Je  13  jusqu'à  ce  que  C  vienne  en  C  ;  alors  elle 
tourne  autour  de  C  jusqu'à  ce  que  D'  vienne  en  D,  et  ainsi 
de  suite.  D  où  il  suit  que  ces  deux  polygones  ont  les  côtés 
égaux  et  roulent  l'un  sur  l'autre  sans  glisser,  tandis  que  la 
figure  arrive  successivement  à  toutes  les  positions  qu'elle 
doit  avoir  aux  instants  considérés. 

Supposons  maintenant  que  les  intervalles  de  temps  di- 
minuent indéfiniment;  les  deux  polygones  tendent  à  de- 
venir deux  courbes  déterminées,  l'une  fixe,  i  autre  mobile 
avec  la  figure  à  laquelle  elle  est  invariablement  liée.  Ces 
deux  courbes  sont  constamment  tangentes;  des  arcs  égaux 
de  ces  courbes  s  enroulent  les  uns  sur  les  autres,  et,  par 
conséquent,  il  n'y  a  pas  glissement. 

Si  donc  on  adaptait  à  la  figure  donnée  la  courbe  lieu  des 
centres  instantanés  relativement  à  cette  ligure,  il  suffirait 
de  faire  rouler,  sans  glisser,  cette  figure  sur  celle  qui  est  le 
lieu  des  mêmes  centres  sur  le  plan  fixe;  et  la  figure  pren- 
drait ainsi  le  mouvement  qu  elle  doit  réellement  avoir. 

Pour  avoir  le  mouvement  du  corps  lui-même,  il  suffira 
de  considérer  les  deux  surfaces  cylindriques  qui  se  pro- 
jettent sur  le  plan  fixe,  suivant  ces  deux  courbes,  et  de  les 
faire  rouler  l'une  sur  l'autre  sans  glisser. 

212.  Mouvement  continu  autour  d'un  point  fixe.  —  Ce 
mouvement  peut  être  décomposé  en  une  infinité  d'autres 
effectués  dans  des  intervalles  de  temps  infiniment  petits  ,  et 
qui  peuvent  être  considérés  comme  ayant  lieu  autour  d'axes 
successifs  infiniment  voisins;  chacun  de  ces  axes  peut  être 
considéré  comme  lié  au  corps  dans  la  position  où  il  est  re- 
lativemeut  à  lui  à  l'instant  où  il  devient  axe  de  rotation. 
On  a  ainsi  deux  systèmes  de  droites,  l'un  immobile  dans 
l'espace,  l'autre  fixement  lié  au  corps  mobile.  Ce  second 
système  constitue  un  angle  solide,  à  faces  infiniment  pe- 
ntes, qui  viennent  successivement  coïncider  avec  celles  de 


PREMIÈRE    A.VNl'l'..     —     STATIQUE.  :>.3q 

L'angle  solide  fixé.  Les  deux  systèmes  forment  à  la  limite 
deux  surfaces  coniques,  l'une  fixe,  l'autre  liée  au  corps  et 
toujours  tangente  à  la  première  suivant  une  génératrice, 
puisque  les  surfaces  dont  elles  sont  les  limites  avaient  tou- 
jours une  face  commune. 

11  est  facile  de  voir,  en  outre,  qu'elles  ne  glissent  pas 
l'une  sur  l'autre.  Car  la  génératrice  commune  étant  Taxe 
instantané  de  rotation  a  une  vitesse  nulle,  et,  par  consé- 
quent, ne  peut  se  déplacer  que  d'un  infiniment  petit  du 
second  ordre,  dans  l'intervalle  de  temps  du  premier  ordre, 
pendant  lequel  a  lieu  une  rotation  du  même  ordre  :  ce 
qui  exclut  tout  glissement.  Et,  d'ailleurs,  c'est  aussi  une 
conséquence  immédiate  de  ce  que  des  faces  égales  de  sur- 
faces polyédriques  s'appliquant  toujours  les  unes  sur  les 
autres,  les  surfaces  coniques  qui  s'enrouleront  les  unes  sur 
les  autres  le  seront  elles-mêmes,  et,  par  conséquent,  il  n'y 
aura  pas  glissement. 

On  peut  donc  se  représenter  le  mouvement  d'un  corps 
autour  d'un  point  fixe,  comme  déterminé  par  le  roulement 
d'un  cône  fixement  lié  à  ce  corps  sur  un  cône  immobile 
dans  l'espace  ayant,  comme  le  premier,  le  point  fixe  pour 
sommet. 

On  rentrerait  dans  le  cas  précédent  en  supposant  le  point 
fixe  a  l'infini. 

213.  Mouvement  continu  en  général. — Les  mouvements 
infiniment  petits  dans  lesquels  on  décomposera  le  mouve- 
ment peuvent  être  ramenés  d'une  infinité  de  manières  à  une; 
translation  et  une  rotation;  nous  nous  bornerons  à  consi- 
dérer celle  où  la  translation  est  parallèle  a  l'axe  de  rota- 
tion. M.  Poinsot  n'a  pas  cru  devoir  parler  de  ce  cas,  parce 
que  la  marche  à  suivre  est  la  même  que  dans  les  précédents,- 
et  que  cela  l'aurait  écarté,  sans  aucun  intérêt ,  de  son  objet. 
L'ensemble  des  axes  de  rotation  et  de  glissement  forme  uni' 
surface   réglée   dans   l'espace,   et  une  autre   dans   le  corps 
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mobile.  Toutes  les  génératrices  de  la  seconde  viennent  suc- 
cessivement s'appliquer  sur  celles  de  la  première;  et,  en 
supposant  que  la  rotation  soit  exécutée  après  la  translation, 
une  génératrice  de  la  seconde  viendra,  par  une  rotation, 
s  appliquei  sur  sa  correspondante,  sur  laquelle  elle  glissera 
d'abord  en  entrainant  le  corps  daus  sa  translation,  et  au- 
tour de  laquelle  elle  tournera  ensuite  jusqu  à  ce  que  les 
deux  génératrices  suivantes  soient  venues  coïncider  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Or,  au  moment  où  la  rotation  autour  d'une  génératrice 
commune  a  amené  une  seconde  génératrice  à  coïncider,  les 
deux  surfaces  ont  deux  génératrices  communes,  et,  par 
conséquent ,  sont  tangentes  dans  toute  1  étendue  de  ces  gé- 
nératrices. On  peut  donc  dire  que  le  mouvement  du  corps 
peut  être  réalisé  par  le  mouvement  dune  surface  réglée, 
liée  à  ce  corps  sur  une  autre  surface  réglée  lixe  dans  l'es- 
pace, à  laquelle  elle  est  tangente  suivant  toute  une  géné- 
ratrice, et  sur  laquelle  elle  roule  en  glissant  le  long  de  cette 
génératrice. 

Le  rapport  du  glissement  à  la  rotation  dépend  de  la  na- 
ture du  mouvement  et  peut  même  être  nul.  Si  lune  des 
surfaces  est  développable ,  il  est  clair  que  l'autre  1  est  aussi, 
puisque  leurs  éléments  coïncident  dans  toute  leur  longueur. 

On  rentre  dans  le  cas  précédent  s'il  y  a  un  point  fixe  dans 
le  corps;  les  deux  surfaces  deviennent  des  cônes ,  et  le  glis- 
sement est  nul. 

Démonstration  analytique  des  propositions  précédentes. 

214.  Il  n'est  pas  inutile  de  voir  comment  les  principales 
propositions  qui  viennent  d'être  établies  sur  le  mouvement 
d'un  corps  solide,  peuvent  être  démontrées  par  le  calcul. 
Nous  déterminerons  la  position  du  corps  à  chaque  instant, 
au  moyen  des  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quel- 
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conque  O  lié  à  ce  corps,  et  des  angles  formés  avec  les  axes 
fixes  AX,  AY,  AZ  par  trois  axes  rectangulaires  OX1;  OY,, 
OZi  liés  invariablement  au  corps  et  passant  parle  point  O. 
Soient  a,  b,  c,  a',!?',  c',  a",  b",c"  les  cosinus  des  angles 
que  forment  les  axes  des  x\  j  ',  z'  respectivement  avec  ceux 
des  x,  r,  z,  et  £ ,  J9,  t  les  coordonnées  du  point  arbitraire 
du  système  mobile  par  lequel  on  mène  les  axes  des  x',  r',  z', 
dont  on  a  choisi  la  direction  dans  le  corps,  indépendamment 
du  point  O  par  lequel  on  les  fait  passer.  On  aura,  entre  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  M  dans  les  deux  sys- 
tèmes d'axes,  les  relations  connues 

!.r  =  ç  -f-  ax'  -+-  by'  -f-  cz  , 
y  —  r^,-  a'x'-\-  b'y'  -+-  c'  :■' , 
z  =  Ç  +a".r'-hb"y'-\-c"z'. 

Considérons  un  point  déterminé  du  système  pour  lequel, 
par  conséquent,  x'j'  z'  seront  indépendants  du  temps  1. 
Supposons  que  t  augmente  d'une  quantité  finie  Af,  et  dé- 
signons par  la  caractéristique  A  les  accroissements  finis 
correspondants  des  autres  variables.  Les  équations  (i)  don- 
neront 

(  A-r  =  AÇ-h-r'A»  -hy'bb   -+-z'àc, 
(  2  )  }  by  =  A»  +  r'  A  a'  -\~  y'Abr-\-  :■'  A  r', 

'  Ar.  =  AÇ  -f- ad Aa' '-+- y' bb' '-+-  z'Ar". 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  compo- 
santes du  déplacement  de  ce  point,  parallèlement  aux  axes 
fixes;  les  premiers  termes  des  trois  seconds  membres  sont 
les  composantes  du  déplacement  de  O;  et  il  est  facile,  comme 
nous  allons  le  voir,  d'interpréter  les  trois  derniers  termes 
de  chacun  des  seconds  membres.  En  effet,  si  en  supposant 
le  point  O  fixe,  on  change  la  direction  des  axes  X',  Y',  Z', 
de  manière  que  dans  le  temps  A  t  les  cosinus  <z,  Z>,  e,  a',  etc. , 
varient  des  mêmes  quantités  A«,  AA,  etc.,  il  faudra  laisser 
i.  ib" 
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I.  r.  Ç  constants  clans  les  équations  (i),  et  les  seconds 
membres  des  équations  (2)  seront  réduits  à  la  seconde 
partie  que  nous  cherchons  à  interpréter.  D'où  l'on  voit 
que  ces  secondes  parties  ne  sont  autre  chose  que  les  compo- 
santes du  déplacement  que  prendrait  le  point  quelconque  M 
si  1  on  donnait  au  système  un  mouvement  autour  du  point 
fixe  O,  qui  fit  changer,  dans  le  temps  A/1,  les  inclinaisons 
des  axes  Xj  Yt  Z,  de  la  même  manière  que  dans  le  déplace- 
ment réel.  Il  suffit  donc,  pour  amener  chaque  point  dans  sa 
véritable  position,  de  faire  exécuter  au  corps  les  deux  mou- 
vements successifs  qui  produiront  ces  deux  composantes 
pour  chaque  point.  D  où  résulte  cette  proposition  géné- 
rale : 

Tout  déplacement  fini  d'un  système  rigide  peut  être 
produit  en  lui  donnant  d'abord  un  mouvement  de  trans- 
lation qui  amené  un  quelconque  de  ses  points  dans  la  po- 
sition qu'il  doit  avoir  ;  puis  un  mouvement  de  rotation  au- 
tour de  ce  dernier  poi?it,  mouvement  qui  est  le  même, 
quel  que  soit  le  point  choisi,  et  ne  dépend  que  des  chan- 
gements de  direction  des  lignes  du  système. 

Il  est  évident  qu'on  aurait  pu  effectuer  d'abord  la  rota- 
tion autour  du  point  o  pris  dans  sa  première  position,  puis 
effectuer  la  translation 5  les  valeurs  de  Ax,  Aj',  Az  se- 
raient les  mêmes,  et,  par  conséquent,  le  système  arriverait 
à  la  même  position.  C'est  ce  que  l'on  reconnaîtrait  d'ail- 
leurs immédiatement  parla  Géométrie. 

215.  Simplification  du  mouvement  autour  d'un  point. — 
11  est  facile  de  voir  que  tout  déplacement  du  corps  autorrr  dn 
point  fixe  O  peut  être  produit  par  une  rotation  autour  d'un 
axe  passant  par  ce  point. 

En  effet,  en  supposant  le  point  O  fixe,  les  équations  (  2  \ 
donnent,  pour  A.r,  Aj-,  Az,  des  valeurs  qui  seront  nulles 
pour  tous   les  points  du  corps  qui    satisferont    aux  équa- 
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lions 

/  x'  Aa  -+-  y'  A b    +z'Ac  =  o, 

(3)  .r'Art'-f-j'A//  +  s'Ac'  =  o, 

(  x'  Aa" -{- y' Ab" -+-  z'  Ac"=  o. 

Tous  ces  points  auront  donc  la  même  position  avant  et 
après  le  déplacement.  Si ,  en  éliminant  x\y{ r,  et,  par  suite, 
z',  entre  ces  trois  équations,  l'équation  de  condition  résul- 
tante est  satisfaite ,  il  y  aura  une  infinité  de  valeurs  pour  x', 
y\  z'  satisfaisant  aux  équations  (3)  et  qui  correspondront 
à  des  points  en  ligne  droite  avec  l'origine  O 5  sinon,  l'ori- 
gine seule  satisferait.  Or  nous  allons  voir  que  cette  équation 
de  condition  est  satisfaite;  d'où  il  résultera  que  tous  les 
points  dune  certaine  droite  passant  par  O  ont  conservé  leur 
position  première  après  le  déplacement,  et,  par  conséquent, 
que  ce  déplacement  peut  être  opéré  en  faisant  tourner  le 
système  autour  de  cette  droite  fixe. 

En  effet,  les  quantités  a,  b,  c,  «',  etc.,  satisfont  constam- 
ment aux  équations  suivantes  : 

fl!+û'2+«"!=i,      è2-}-  b"-t-b'"  =  1,     c2-hc'*-+-c"-—  1, 
«b-ha'b'-ha"b"=o,   ac  +  a'c'-ha"c"=o,    bc -+-  b'c'-h  b"c"=o. 

D'où  l'on  tire,  en  donnant  à  a,  b,  c,  etc.,  les  accroisse- 
ments Art,  A/>,  etc.,  et  retranchant  les  équations  précé- 
dentes , 

l  (a  +}Aa|Aff  +  (rt'  +  lAn')Afl'  +  (rt"  +  iArt")Art"=o, 

(4)    !  (b-h\Ab)Ab-h(b'  +  ±Ab')Ab'-h{b"  +  ±Ab")Ab"  =  o, 

{  (c  -hjAc)  Ac  +(c'  +  iAc')  Ac'  +  (c"  -+-  ±  A  c"  )  Ac"  =  0; 

a  Ab  -h  bAa  +  a'  Ab'  -+-  b'  An'  -f-  a"  Ab"  -+-  b"  Aa" 
i  H-  AaAb  -h  An' Ab' -\-  An"  Ab"  =  o, 

'  oAc  +cArt  +  fl'Ac'+c'A«'+  a" Ac"  -(-  c" An" 
l  K  \    / 

-+-  A  n  A  c  +  A  a'  A  c'  -f-  A  a"  A  c"  —  o  , 

bAc  -+-  cAb  -f-  b'  Ac'  ~\- c'  Ab'  +  b"  Ac"  -{-  c"  Ab" 
-+-  AbAc  +  Ab'  Ac'  -f-  Ab"  Ac"  —  o. 

.G. 
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Cela  posé,  multiplions  les  équations  (3)  respectivement 
par  a  -+-  \  Aa,  a'-+-  \  A«',  «"+  {  Aa",  et  ajoutons-les;  nous 
aurons,  en  vertu  de  la  première  équation  (4), 

y' [{a  +  \Aa)Ab-+-(a'-h±Aa')Ab,-\-(a"-\-±Aa")Aba] 

-h  z'  [a  +  j  Art)  Ac  H-  'a'  +  \  An'  )  Ac'  -+-  {a"  -f-  \  Art")  Ac"  ]  =  o. 

On    trouverait  deux  autres   équations  en  multipliant  les 
équations  (3)  successivement  par 

b-h±Ab,      b'-h±Ab',     b"-+-\Ab", 

et  par 

c  +  ^Af,      c'+jAc',      c"-\-\Ac". 

On   pourra  ainsi  remplacer  les  équations  (3)  par  les  sui- 
vantes : 

y  (a  A  b+a'  A  b'-ha"  Ab"+  \  Art  A  b+ {  a  a' A  b'-\-\  Aa"  A  b") 

+z'(rtAc-hrt'Ac'-!-rt"Ac"-|-jArtAc-f-|Art'Ac'H-JArt,/Ac'/)  =  o, 

z'(bAc-\-b'A(/+  b"Ac?-\-\±bAc-\-\Ab'Ac'-\-\Ab"Ac"\ 

\-+-x'(bAa+b'Aa'+b"ù>.a"+\Ab\a+\Ab'Aa'+\Ab"Aa")=o, 

x' {c  Aa  +  C1  Aa'  -{-  c" Aa" -+-  \  Ac  Aa+\  Ac' Aa' -1-  \  Ac" Aa"\ 

-^X'(cAb+c'\b'+c"Ab"+\AcAb+\Ac'lb'-^\Ac"Ab")=o. 

Nous  poserons ,  pour  abréger, 

Iclb  -+-c'\b'-\~c"Ab"-\-{bcàb  +  \  Ac'A  o'-f-A  ûc"A  b"z=p, 
(7)   ]  rt  A  c  +  a' A  c'  4-  rt"A  c"~f-  |  A  rt  A  c-j-  |  A  rt'A  c'-h  |  A  fl"A  c"=  rt, 

[bAa-\-b'Aaf+b"Aa''-\-*iAbAa+±Ab'Aa?-\-\Ab"Aa"==r\ 

d'où  résultera,  d'après  les  équations  (5), 

[  bAc+b'AJ-\-b"Ac"-+-\AbAc-+-AAb'Ac?-\-\Ab"Ac"=-- p, 

(8)1  cArt+c'Art'+c"Art"  +  i  Ac  Art  -+-|  Ac'Art'4-j  Aa"\b"=  —  «7, 
(  rt  A  ô+rt'Art'-J-  rt"A  6"+ 1 A  rt  A  6  +•  1  A  rt'A  o'  +  \Aa"Ab"  =  —  r. 

Cela   posé,   les   équations  (6)   qui  sont  équivalentes  aux 
équations  (3) ,  s'écriront  ainsi  : 

(  ?z'  —  /r'  =  o, 
(  9  )  j  raf  —  ^3'  =  o  , 

'  py' —  qx  =:  o. 
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Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  équations  se  rédui- 
sent à  deux  ;  car,  si  l'on  multiplie  la  première  par  />,  la  se- 
conde par  <7,  la  troisième  par  r,  et  qu'on  les  ajoute,  on 
aura  une  équation  qui  pourra  être  substituée  à  l'une  des 
trois;  et  comme  elle  est  identique,  les  trois  équations  se 
réduisent  à  deux.  Le  nombre  des  solutions  est  donc  infini , 
et  le  lieu  des  points  quelles  représentent  est  une  droite 
passant  par  le  point  de  rencontre  des  axes  X',  Y',  TJ . 

Les  équations  (9)  sont  donc  les  équations,  par  rapport 
aux  axes  X',  Y',  Z',  de  l'axe  autour  duquel  il  faudrait  faire 
tourner  le  système  pour  l'amener  dans  la  position  où  il 
arrive  quand  le  point  O  restant  fixe,  les  cosinus  «,  Z»,  c, 
a',  etc.,  prennent  les  accroissements  Aa,  A£,  etc. 

Il  est  donc  démontré  que  : 

Tout  déplacement  d'un  système  rigide  peut  être  produit 
par  un  mouvement  de  translation  qui  amène  un  quel- 
conque de  ses  points  dans  la  position  qu'il  doit  avoir '3 
suivi  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant par  ce  dernier  point,  et  indépendant  du  point  choisi. 

Les  cosinus  des  angles  de  l'axe  de  rotation  avec  les  axes 
X',  V,  Z',  sont  proportionnels  à/j>,  7,  /',  et  ont  par  consé- 
quent pour  valeurs 


Le  même  axe  fait  avec  les  axes  des  x ,  j",  z  des  angles  dont 
les  cosinus  seront,  par  suite, 

ap  -+-  bq  -+-  cr        a' p  -+-  b' q  -+-  c'  r        a" p  -f-  h"  q  -+-  c"  r 
Jp'+qt  +  r2  y>;-+-  q2  -+-  r1  \//>3+7'+/a 

216.  Valeur  de  la  rotation. —  Il  sullit  de  connaître  l'angle 
dont  tourne  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quel- 
conque sur  l'axe  de  rotation.  Nous  prendrons  à  cet  effet  un 
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point  situé  sur  l'un  des  trois  axes,  à  la  distance  1  de  l'ori- 
gine O  :  considérons -le  par  exemple  sur  l'axe  des  z.  La  dis- 
lance de  ce  point  à  l'axe  est  le  sinus  de  l'angle  de  cet  axe 

avec  OZ,  ou  - —  ;  la  droite  qui  joint  la  première 

\/p2-+-  qJ-h  r- 


et  la  seconde  position  du  même  point  est  \/A.r2-f-  Ay2 -h  A  -- , 
les  quantités  Ax,  Ay,  Az  étant  données  par  les  équa- 
tions (2)  dans  lesquelles  A£,  Ay,  A£,  x',  y'  sont  sup- 
posés nuls ,  et  z'  =  1  -,  ce  qui  donne,  pour  la  longueur  de 
cette  droite , 

\Jac2-\-  Ac'2-\-  Ac"2. 

Mais  cette  même  longueur  divisée  par  la  distance  du  point 
à  l'axe  de  rotation  donne  le  double  du  sinus  du  demi-angle 
de  rotation,  que  je  désignerai  par  «5  on  aura  donc 


.     1  \JAc2-h  Ac'2-h  Ac"2  V/>2+  q2~V-r2 

2  sin  —  m  — == ; 

2  W^-+-7'' 

mais  on  aurait  de  même  trouvé ,  en  choisissant  le  point  sur 
les  axes  des  x'  ou  y' , 

\JAb2  +  Ab'2-\-Ab"2  \]p2  +  q2  -f-  r2 
s/p2-hr2 
et 

\l Aa2  -\-  Aa'2  +  Aa"2  \jp2  -f-  q2 -+-  r2  _ 
s[qTT~?> 
d'où  résulte 
Aa2 -{- Aa'2 -h  Aa"2         Ab2  +  Ab'2  +  Ab"2         Ac2 -{-  Ac'2 -h  Ac"2 


q2  ■+-  r2  p2-\-  r'  p1  -+-  q2 

A  a2  +  A  a'2  -f-  A  a"2  +  A  b2  -f-  A  b'2  -+-  A  b"2  -j-  Ac2  +  Ac'2-\~A  c"2 
l(p2-+-q't-\-r2) 

L'angle  w  sera  donc  exprimé  par  la  formule  suivante,  au 
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moyen  « !«■>  données  immédiates  : 

i 

l  SII]  -   M 

.  Iu)        l  ,  

217.  Zes  déplacements  de  tous  les  points  ont  des  projec- 
tions égales  sur  l'axe  de  rotation.  —  En  efïet ,  concevons  un 
plan  iixe  perpendiculaire  «à  cet  axe;  tous  les  points  du  sys- 
tème s'en  éloignent  ou  s'en  rapprochent  également  par  la 
translation  commune.  Or  la  rotation  qui  suit  ne  change 
pas  leur  distance  à  ce  plan  qui  est  perpendiculaire  à  Taxe. 
Donc  les  déplacements  de  tous  les  points  donnent  une  même 
projection  sur  1  axe.  Il  en  résulte  que  si ,  par  un  même  point 
de  l'espace,  on  menait  des  droites  parallèles  et  égales  aux 
déplacements  de  tous  les  points  du  système,  les  extrémités 
de  toutes  ces  lignes  seraient  dans  un  même  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe;  et,  par  conséquent,  il  suffirait,  pour  avoir 
la  direction  de  cet  axe,  de  mener  par  un  même  point  des 
droites  égales  et  parallèles  à  trois  déplacements,  non  paral- 
lèles à  un  même  plan;  de  faire  passer  un  plan  par  leurs  ex- 
trémités qui  ue  seront  pas  en  ligne  droite,  et  d'élever  une 
perpendiculaire  à  ce  plan. 

Si  l'on  commence  par  donner  au  système  un  mouve- 
ment de  translation  parallèle  à  l'axe  et  égal  à  la  projection 
des  déplacements  réels  sur  l'axe,  le  système  ne  devra  plus 
se  mouvoir  que  parallèlement  à  un  plan  perpendiculaire  a 
cet  axe;  d'où  résulte  cette  proposition  : 

Tout  mouvement  d'un  corps  solide  peut  cire  produit 
par  deux  mouvements  successifs  •  le  premier  perpendicu- 
laire ci  un  plan,  et  le  second  parallèle  à  ce  même  plan. 

218.  Mouvement  d'un  sj  stème parallèlement  à  un  plan. 
—  Nous  avons  démontré  ,  par  une  construction  très-simple. 
que  quand  ce  mouvement  ne  consiste  pas  en  une  simple 
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translation,  il  peut  se  réduire  à  une  rotation.  C'est  aussi 
ce  que  le  calcul  démontre  facilement. 

En  eflet,  en  prenant  les  axes  des  x,  y,  x',  y'  dans  le 
plan  donné,  les  équations  générales  (i)  peuvent  être  mises 
sous  la  forme  connue 

x  =  \  +  x  cos  a  —  y'  sin  a , 
y  =  >j  +  x'  sin  ï  +  /  cos  a , 

a  désignant  l'angle  de  l'axe  des  x'  avec  Taxe  des  x.  Or  il 
est  facile  de  voir  qu'il  existe  un  point  qui  a  la  même  posi- 
tion avant  et  après  le  déplacement  \  car  il  suffit  de  déter- 
miner x',  y'  par  les  conditions  A;e  =  o,  A^:=o,  qui 
donnent 

A  £  -f-  .r'A  cos  a  —  y' A  sin  y.  =  o , 

A/)  -f-  .r'A  sin  a  -f-  j'A  cos  a  =  o. 

Ces  équations  déterminent  un  seul  système  de  valeurs 
de  x',  y',  et,  par  conséquent,  un  seul  point  du  système 
avant  la  même  position  après  et  avant  le  déplacement.  Les 
coordonnées  de  ce  point  ne  peuvent  jamais  être  infinies, 
parce  que  leur  dénominateur  commun  est 

(A  cos  a)2  H-  (A  sin  a)*, 

et  ne  peut  jamais  être  uul ,  à  moins  toutefois  que  l'on  n'ait 

A  cos  a  =  o ,      A  sin  a  =  o  , 

ce  qui  supposerait  que  l'angle  a  est  resté  le  même,  et  que, 
par  conséquent ,  le  mouvement  consiste  dans  une  simple 
translation.  D'où  se  conclut  cette  proposition  : 

Tout  déplacement  d'u?i  corps,  dans  lequel  ses  points 
restent  dans  des  plans  parallèles  h  un  plan  Jixe,  et  qui 
fie  consiste  pas  dans  une  simple  translation,  peut  être 
produit  par  une  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire 
à  ce  plan. 
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2 1 9.  Tout  déplacement  peut  être  produit  par  un  mouve- 
ment hélicoïdal.  —  En  effet,  tout  déplacement  d'un  corps 
peut  être  produit  par  une  translation  suivie  d'une  rotation 
autour  d'un  axe  de  direction  fixe.  Or  cette  translation  peut 
être  remplacée  par  deux  autres  successives:  l'une  parallèle 
à  l'axe  et  de  grandeur  invariable;  l'autre  perpendiculaire 
à  Taxe  et  dépendant,  ainsi  que  la  position  absolue  de  l'axe, 
du  point  choisi  pour  déterminer  la  translation.  Cette  der- 
nière translation  et  la  rotation  déterminant  un  mouvement 
parallèle  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  peuvent  être 
remplacées  par  une  simple  rotation  autour  d'une  parallèle  à 
cet  axe.  Donc  : 

Tout  déplacement  d'un  corps  peut  être  effectué  en  le 
liant  à  une  droite  fixe  et  le  faisant  glisser  le  loiig  de 
cette  ligne,  puis  tourner  autour  d'elle  ;  et  ces  deux  mou- 
vements successifs  peuvent  être  remplacés  évidemment  par- 
un  mouvement  hélicoïdal . 

Cette  proposition  est  démontrée  ici  pour  un  déplacement 
fini  quelconque.  Elle  n'avait  été  considérée  précédemment 
que  dans  le  cas,  le  plus  généralement  utile,  d'un  déplace- 
ment infiniment  petit. 

220.  Les  quantités  p,  a,  r  ont  entre  elles  des  relations  qui 
peuvent  servir  quelquefois  à  la  simplification  des  formules, 
et  que  nous  allons  faire  connaître.  Soit  O  {fig.  5i)  le  point 
de  rencontre  des  axes  mobiles  X'Y'Z';  supposons-le  fixe, 
et  menons  trois  axes  OX,  OY,  OZ  parallèles  aux  axes  fixes. 
Soit  01  l'axe  autour  duquel  s'opérerait  la  rotation  qui 
amènerait  le  système  dans  la  position  déterminée  par  les 
accroissements  Art,  A&,  etc.;  les  cosinus  des  angles  de  01 
avec  les  axes  X/,  Y',  Z'sont  proportionnels  à/;,  q,  r.  Conce- 
vons que  trois  axes,  coïncidant  d'abord  avec  X,  Y,  Z,  soient 
liés  à  X',  Y"',  7J  et  entraînés  avec  eux.  Soient  Xx  Yx  Zt  les 
positions  de  ces  nouveaux  axes  après  le  déplacement  effec- 
tué. Prenons  sur  OX,  OX,  les  longueurs  0A,0A,  égales  à  i  : 
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le  point  qui  était  en  A  avant  la  rotation ,  sera  arrivé  en  A , , 
et  par  conséquent  AAj  fera  un  angle  droit  avec  l'axe  01. 
Or  les  axes  X'Y'Z'  dans  leur  nouvelle  position  font 
avec  0Xt  les  mêmes  angles  qu'ils  faisaient  primitivement 
avec  OX,  puisque  OX,  qui  leur  est  lié  coïncidait  d'abord 
avec  OX:  les  cosinus  de  ces  angles  sont  donc  rt,  b,c.  Ces 
mêmes  axes  font  avec  OX  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
a  -f-  Aa,  b  -+-  AZ>,  c  -\-  Ac.  Ces  derniers  sont  les  projec- 
tions de  OA  sur  les  axes  X'  Y'Z',  et  les  premiers  les  pro- 
jections de  OA'  sur  les  mêmes  axes;  de  sorte  que  Art,  A£, 
Ac  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  de  la  droite  A'A 
sur  les  axes  X'  Y'  Z',  et,  par  conséquent,  les  cosinus  des 
angles  que  la  direction  A'A  fait  avec  les  axes  X',  Y',  Z' 
sont  proportionnels  à  Aa,  A&,  Ac,  et  respectivement  de 
mêmes  signes.  Donc,  puisque  les  directions  01  et  A'A  sont 
perpendiculaires  entre  elles,  on  aura 

pAa  -\-  q  Ab  -\-  rAc  =  o. 

En  considérant  les  axes  des  Y  et  Z  au  lieu  de  l'axe  des  X, 
on  aura  deux  équations  analogues;  ce  qui  donne  les  trois 
équations  suivantes  : 

!p  A  a  -f-  q  A  b  -f-  rAc  =  o, 
pAa'  -f-  c/lb-+-  rAc'  =  o, 
pAa"-\-qAb"-\-  rAc"=o. 

Si  maintenant  on  fait  pour  les  axes  des  x',  y1 ',  z'  ce 
qu'on  vient  de  faire  sur  ceux  des  .r,  y,  z,  c'est-à-dire  si 
l'on  prend  sur  chacun  de  ces  axes  un  point  à  la  distance  I 
de  l'origine,  et  que  l'on  exprime  que  la  droite  qui  joint  la 
première  et  la  seconde  position  de  chacun  d'eux  est  perpen- 
diculaire à  01,  on  aura  trois  équations  nouvelles. 

En  prenant,  par  exemple,  le  point  sur  OX',  les  projec- 
tions de  son  déplacement  sur  les  axes  X,  Y,  Z  seront  Art, 
Art'.  Art",  et  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles 
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que  fait  avec  X,  Y,  Z,  la  direction  suivant  laquelle  le  point 
s'est  déplacé.  Si  on  les  multiplie  respectivement  par  les  co- 
sinus des  angles  que  fait  01  avec  ces  mêmes  axes,  la  somme 
de  ces  produits  sera  nulle,  puisque  l'angle  des  deux  direc- 
tions est  droit.  On  obtient,  de  cette  manière,  les  trois 
équations  suivantes  : 


(**: 


(ap  -f-  bq  -h  cr)  \a  -h  (a'  p  -f-  b'  q  +  c'  r)  An' 
-4-  (a"  p  -+-  b" q  +  c"r)  Aa"  =  o, 

(ap  +  bq  -+-  cr)  Ab  -f-  (a'p  -+-  b'  q  -4-  c'  r)  Ab' 
-h(a"p  -hb"q-h  c"r)  Ab"  =  o, 

(ap  ■+-  bq  -f-  cr)  Ac  +  (a' p  +  b' q  +  c' r)  Ac' 
-+■  (a" p  ■+-  b" q  -h  c"  r)  Ac"  =  o. 


221 .  Directions  sur  lesquelles  les  projections  de  tous  les 
déplacements  sont  égales. —  Nous  avons  déjà  reconnu  que 
les  projections  de  tous  les  déplacements  sur  l'axe  sont 
égales;  il  n'est  pas  inutile  de  montrer  comment  cette  ques- 
tion pourrait  être  traitée  directement. 

Soient  X,  p.,  v  les  angles  que  forme  avec  les  axes  x' ,  y',  z' 
une  direction  jouissant  de  cette  propriété.  Les  composantes 
du  déplacement  d'un  point  quelconque,  parallèlement  aux 
mêmes  axes,  étant 

(   a  Ax  -+-  a'Ay  -i-  a"Az, 

(i3)  l   bAx  -+-b'Af-+-  b"Az, 

[  cAx  H-  c'  Ay  +  c" Az, 

la  projection  de  ce  déplacement  sur  la  direction  dont  il 
s'agit,  sera 

(aAx  -f-  a' Ay  -+-  a"  Az)  cos À  H-  (bAx  +  b' Ay  H-  b" Az)  cos  p. 
4-  (cAx  4-  c'  Ay  -f-  c"  As)  cos  v, 

et  il  faut  déterminer  cos  X,  cos  p:,  cos  v  de  telle  sorte,  que 
cette  quantité  soit  constante,  quelles  que  soient  les  valeurs 
données  aux  quantités  r.  v'.  z' .  Or  il  est  nécessaire  et  suf- 
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lisant  pour  cela  que  les  coefficients  de  ces  trois  variables 
indépendantes,  dans  l'expression  ci-dessus,  soient  nuls 
quand  on  y  remplacera  Ax,  Ay,  Az  par  leurs  valeurs 
données  par  les  équations  (2).  On  trouve  ainsi  les  trois 
équations 

{a  An  -+-a'\a'-{-a"Aa")cos'k-t-(bMi  -+-  b' Aa'-+-b"  Aa")co$Y 
-f-  (cAa  -h  c'  Aa  -+-  c"  An")  cos  v  =  o  , 

.  {aAb-+-a'Ab'+a"Ab")cosl-h(bAb-i-b'Ab'-j-b"Ab")cosu 
-+-  (c  A  h  -+-  c'  A  b'  ■+■  c"  A  b"  )  cos  v  =  o , 

[aAc  +  a' Ac -f-  a" Ac")  cos>  +  [b  Ac  +  6'Ac'-)-  &"  A  c")  cos  p. 
+  (cAc  H-  c'  Ac'  -+-  c"  Ac")cos  v  =  o. 

Ces  équations  déterminent  les  rapports  des  trois  quan- 
tités cos  1 ,  cos  [x ,  cos  v.  Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  rap- 
ports sont  précisément  ceux  des  quantités  p,  q,  r;  car,  si 
l'on  remplace  les  premières  par  les  secondes  dans  les  der- 
nières équations ,  elles  deviennent  des  identités  en  vertu  des 
équations  (12).  Donc  la  direction  unique  déterminée  par 
les  équations  (i4)  coïncide  avec  celle  de  l'axe  de  rotation; 
ce  qu  il  s  agissait  de  vérifier. 

Tous  les  déplacements  ayant  des  projections  égales  sur 
l'axe,  il  s'ensuit  que  des  déplacements  faisant  avec  l'axe  des 
angles  égaux  différents  d'un  angle  droit  sont  égaux,  et  réci- 
proquement. Cette  condition  renferme  le  cas  de  déplace- 
ments parallèles. 

222.  Équations  de  l'axe  de  rotation  et  de  glissement.  — 
Les  points  de  cet  axe  se  distinguent  de  tous  les  autres  par 
cette  propriété,  que  leurs  déplacements  sont  parallèles  à  la 
direction  de  cette  même  ligue.  Or  les  cosinus  des  angles  que 
fait  avec  les  axes  XYZ  la  direction  du  déplacement  d'un 
point  quelconque,  sont  proportionnels  à  Ax,  Ay,  Az\  et 
ceux  des  angles  que  fait  l'axe  de  rotation  avec  ces  mêmes 
axes  sont  proportionnels  à 

ap  -+■  bq  4-  c,      a'  p  -f-  b'  <[  -f-  c'  r,      a"  p  -+-  b" '  q  •+•  c"  r. 
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Les  points  tic  l'axe  cherché  sont  donc  déterminés  par  les 
équations 

f<3)  Aj 


ap  -f-  bq  4-  cr       a'  p  +  b'  q  -\~  c'  r       a"  p  -+-  b"  q  -f-  c"  r 

et  si  Ion  y  remplace  A.r,  Aj,  Az  par  leurs  valeurs  don- 
nées par  les  équations  (2),  on  aura  deux  équations  du  pre- 
mier degré  entre  x' ,  y',  zf,  et  les  données,  qui  représente- 
ront la  droite  cherchée  rapportée  aux  axes  X' Y'Z'.  Nous 
allons  réduire  ces  équations  à  l'expression  la  plus  simple-, 
pour  cela,  nous  commencerons  par  mettre  les  précédentes 
sous  cette  forme, 

{a-\-\*.a)bx  (rt'4-7  Art')  Aj 


[a  -+■  ±  Aa)(ap  -f-  bq  -h  cr)        [a'-\-\  Art')  [a' p  -+-  h' q  -f-  c' r) 
__  (rt"-f-  7  Art")  Az 

~  (/  +  {A/)  {a"p  -+-  b"q  -+->r) ' 

En  ajoutant  les  numérateurs  entre  eux  ainsi  que  les  dé- 
nominateurs ,  on  aura  encore  une  fraction  égale.  La  somme 
des  dénominateurs,  en  vertu  des  équations  (12)  se  réduira 
à  p.  La  somme  des  numérateurs  sera,  d'après  les  équa- 
tions (2).  h-i-r/z'  —  ry1 ',  en  posant 

(rt  -H  j  Art)  A?  +  («'  +  7  Art')  A/5  -h  (rt"  -f-  T  Art")  AÇ  =  h. 

Les  fractions  (i3)  sont  donc  égales  à — 

En  faisant  relativement  aux  lettres  b  et  c  des  calculs 
analogues  a  ceux  que  nous  venons  de  faire  relativement 
à  a,  on  trouvera  que  les  fractions  (i3)  sont  égales  aux 
nouvelles  expressions 

i  ■+■   rx'  —  pz  h  -f-  py'  —  q  x' 


q  r 

les  quantités  h,  i\  A  étant   déterminées  par  les  équations 


254  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

suivantes  : 

h~  (a-f- jAa)Ag4-(a'-h|A«')A>i  +  («"  +  £  A/i")  AÇ, 
*=(6+iA6)A];-f-(6'  +  i-A6')AyJ-t-(&''  +  TA6'/)  AÇ, 
/■  =  (c  +  |  Ac';  A|  +  (c'  +  i.  Ac')Aîi  +  (c'/  +7  Ac")  AÇ. 

Les  équations  de  l'axe  seront  donc 

h  -f-  qz'  —  rf        i  -f-  rx'  — pz'        k  -+-  py'  +  7^' 

Ces  fractions  sont  égales  à  celle  que  l'on  obtiendrait  en 
multipliant  les  deux  ternies  de  la  première  par  p,  de  la  se- 
conde par  g,  de  la  troisième  par  r,  et  ajoutant  ternies  à 
termes  ces  nouvelles  fractions;  ce  qui  donne 

pli  -f-  qi  -f-  ri 
/>2  -I-  q'  -f-  rs  ' 

Or,  d'après  les  valeurs  de  A,  /',  k,  on  trouve,  en  tenant 
compte  des  équations  (n), 

ph  -\-  qi  -f-  /•/■  =  [op  -f-  £r/  -H  tvj  A?  -f-  («'/?  +  b'  q  -\-  c'  r)  b* 
-f-  [a" p  +  b"  q  -\-  c"  r)  AÇ. 

Mais  le  second  membre  de   cette  équation,  divisé  par 


y'/72  -f-  (f  -+-  /•%  serait  la  projection  du  déplacement  de  l'o- 
rigine sur  la  direction  de  l'axe  de  rotation.  Si  donc  ou  dé- 
signe cette  projection  constante  par  u,  on  aura 


pli  -+-  qi  +  ri  =  j  \J p1  -f-  q2  -|-  r2. 

Les  équations  des  projections  de  l'axe  sur  les  trois  plans 
coordonnés  X' Y'Z'  seront  donc 

h  -\-qz'—ry'  __  i  +  rx' — pz'  _  £ -+- #/—  r/x'  _  u 

P  7  ~  V/jM-^'H-^' 


ou  enfin 
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i/z'  —  nJ  =  j     ^  —  h , 

i|  {  r£  —  pz  = 


v//>' 

+  72 

+  r2 

^ 

+  72 

+  ^ 

j  jj)  '  —  qx'  =  u  — =====  —  X- . 

223.  Si,  dans  tous  les  calculs  précédents  on  suppose  les 
déplacements  infiniment  petits  et  exécutés  dans  un  temps 
&t  tendant  vers  zéro,  tous  les  accroissements  tendront  aussi 
\  ers  zéro ,  et  les  équations  que  nous  avons  obtenues  donne- 
ront des  relations  entre  les  limites  des  rapports  des  accrois- 
sements des  variables  ou  entre  leurs  di fié renti elles.  On  les 
déduira  des  premières  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre,  et  changeant  la  caractéristique  A  end.  Mais 
pour  qui?  l'homogénéité  soit  en  évidence,  p,  q,  r  devenant 
des  quantités  infiniment  petites,  nous  les  remplacerons, 
dans  les  formules  précédentes,  par  pdt,  (/dt,  rdt.  Au 
reste  ,  les  équations  que  nous  allons  obtenir  pourraient  être 
déduites  directement  des  équations  (i)  par  des  ditïérentia- 
lions  et  des  calculs  analogues  à  ceux  que  nous  avons  faits 
dans  le  cas  des  déplacements  finis.  Les  déplacements  et 
leurs  composantes  Aj,  Ay,  Az,  étant  divisés  par  A(, 
donneront  à  la  limite  les  vitesses  et  les  composantes  des  vi- 

dx    dy     dz  ,  i        i '  i 

tesses  — ?  -z-1  — :  et.  comme  les  vitesses  et  les  deplacc- 
dt     dt     fit  L 

menls  se  composent  et  se  décomposent  suivant  les  mêmes 
règles,  on  voit  sans  peine  que  toutes  les  propositions  trou- 
\ics  sur  les  déplacements,  étant  considérées  à  la  limite, 
fourniront  des  propositions  analogues  sur  les  vitesses  des 
points  du  système.  Nous  allons  examiner  rapidement  ic> 
diverses  propositions;  mais,  auparavant,  nous  croyons  de- 
voir rappeler   quelques   formules   élémentaires  (pie  nous 
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pourrions  regarder  comme  connues,  mais  dont  il  importe 
de  fixer  le  sens  avec  précision. 

Révision  de  quelques  formules  élémentaires  de  géométrie 
analytique. 

224.  Angles  formés  avec  les  axes  par  une  droite  per- 
pendiculaire sur  deux  autres.  —  Soient  (aoy) ,  (a'  o'  y')  les 
angles  formés  par  les  directions  des  droites  données  avec  les 
axes  positifs  des  .r,  y,  z\  et  X,  p,  v  les  angles  que  forme 
avec  ces  mêmes  axes  la  direction  de  la  perpendiculaire;  on 
aura  les  deux  conditions 

cos  a  cos  ).  -+-  cos  6  cos  p.  +  cos  7  cas  v  —  o , 
cos  a!  cos  1  -+-  cos  €'  cos  p.  4-  cos  7'  cos  v  =  o . 

Ces  deux  équations  déterminent  les  rapports  des  trois  co- 
nnus inconnus,  et  donnent 

cos  X  :  cos  n  :  cos  v  :  :  cos  6'  cos  7  —  cos  7'  cos  S 

!  cos  7'  cos  a  —  cos  a'  cos  7  :  cos  a'  cos  6  —  cos  6'  cos  a  ; 

et  comme  la  somme  des  carrés  des  trois  cosinus  est  égale  à 
1  unité,  on  aura,  en  posant  d'abord 

(cos  &  cos 7  —  cos  7'  cos  §);  +  (cos y'  cos  a  —  cos  a'  cos  7)- 
-(-  (cos  a'  cos  6  —  cos  8'  cos  a  )2  =  D2, 


cos  p. 


cos  S  cos  7  —  cos  7 

cos  6 

±D 

COS  7'  COS  a  —  cos  a' 

cos  7 

±D 

cos  a'  cos  £  —  cos  S' 

cos  a 

±D 

le  dénominateur  devant  être  pris  avec  le  même  signe  pour 
les  trois  cosinus,  qui  doivent  être  dans  le  même  rapport 
que  leurs  numérateurs.  Quant  à  la  valeur  de  D*,  elle  peut 
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se  mettre  sous  la  forme 

.-.  -1-  cos'  6  -f-  cos5  7  )  (  cos2  a'  -{-  cos'  6'  -+-  cos2  7') 
—  (cos  y.  cos  a'  -(-  cos  v  cos  £'  -+-  cos 7  cos  y')-  ; 

eiie  est  dune  égale  à 

1  —  cos2  V    ou    si n'  V, 
^  riant  l'angle  des  deux  droites 5  on  a  doue 

cos  >.  =  rh  - — —  (cos  6'  cos 7  —  cos  7'  coso), 
sin  V  v  ' 

cos  ti  =  zïl  -. — —  (cos  7'  cos  y.  —  cos  al  cos  7  ) , 
sin  V 

cos  v  =:  ziz  -; — —  (  cos  y.'  cos  £  —  cos  fJ  cos  a) . 
sin  V  ' 

On  trouve  ainsi  deux  directions  opposées;  et,  en  effet,  rien 
jusqu'ici  n'a  déterminé  lequel  des  deux  sens  on  voulait  con- 
sidérer sur  la  perpendiculaire. 

225.  Distinction  du  sens  de  la.  perpendiculaire  à  deux: 
directions. — Concevons  par  l'origine  deux  droites  parallèles 
aux  directions  déterminées  par  les  angles  (aoy),  (a'ê'y'); 
prenons  sur  la  première  un  point  quelconque  :  ses  coordon- 
nées X,  y,  z  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles 
a,  c,  y,  et,  respectivement,  de  mêmes  signes  :  par  ce  point, 
menons  une  parallèle  à  la  direction  déterminée  par  les 
angles  a',  c',  y',  et  concevons  un  point  en  mouvement  sur 
cette  dernière  direction.  Le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine 

e  point  partira  de  la  direction  (aëy)  et  ira  en  se  rappro- 
chant de  la  direction  [y.1  c'y')  qui  passe  aussi  par  l'origine. 

Supposons  maintenant  un  observateur  placé  dans  la  per- 
pendiculaire au  plan  des  deux  droites,  les  pieds  appuyés 
mu  ce  plan;  le  mouvement  du  rayon  vecteur  lui  paraîtra 
èeuter  de  gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche,  sui- 
1  qu'il  sera  placé  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  plan.  Nous 
1.  i7 
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avons  distingue  ces  deux  sens  en  appelant  direct  celui  où 
le  mouvement  s'effectue  de  gauche  à  droite,  et  rétrograde 
celui  où  il  s'effectue  de  droite  à  gauche;  et  nous  nommons 
direction  de  l'are  du  plan  des  deux  droites  dans  Lquel 
s'effectue  le  mouvement,  celle  de  la  perpendiculaire  dans 
le  sens  pour  lequel  ce  mouvement  est  direct. 

Les  valeurs  des  cosinus  des  angles  X,  p.,  v  que  fait  la 
perpendiculaire  avec  les  axes  de  coordonnées  sont,  d'après 
la  formule  précédente,  dans  laquelle  on  remplacera  cos  a. 
cos  ë ,  cos  y ,  par  x ,  y ,  z  , 

r  cos  7'  —  z  cos  6' 

cos  À  =  J 


dr 

P 

Z  COS  a.'  — 

-  X 

cos 

i 

Hr 

p 

x  cos  6'  — 

-y 

cos 

1 

J. 

±p 

la  valeur  de  p  étant 


\J(y  cos  7' —  zcosê')2-h  (z  cos  a' — .rcos7/)2-4-  (xcosê'  —  7  cos  se7)2) 

de  sorte  que  p  n'est  autre  chose  que  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  droite  menée  par  le  point  .r,  y,  z, 
dans  la  direction  (a' S'y').  Il  ne  s'agit  plus  que  de  savoir 
quel  est  le  signe  qu'il  faut  donner  à  p  pour  que  les  angles 
). ,  u,  v  se  rapportent  à  la  direction  de  l'axe  du  plan,  telle 
que  nous  l'avons  définie.  Remarquons  d'abord  que  si  dans 
un  plan  de  direction  quelconque,  que  nous  ferons  passer, 
pour  plus  de  simplicité,  par  l'origine,  un  rayon  vecteur  se 
meut  autour  de  ce  dernier  point  dans  un  certain  sens,  et 
que  l'on  considère  la  projection  mobile  de  ce  rayon  vecteur 
sur  un  autre  plan;  Taxe  de  ce  dernier  mouvement  sera 
celui  des  deux  directions  de  la  perpendiculaire  à  ce  nou- 
veau plan  qui  fera  un  angle  aigu  avec  la  direction  de  1  axe 
du  premier  mouvement. 
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Cela  posé,  considérons  d'abord  la  projection  du  rayon 

vecteur  sur  le  plan  XY,  et  désignons  par  0  l'angle  que  sa 
direction  forme  avec  relie  des  x  positifs,  de  (elle  sorte  que 

Taxe  positif  des  y  corresponde!  à  0  =  -•  Le  mouvement  sera 

direct  relativement  à  Taxe  des  z  positifs,  si  S  va  en  crois- 
sant; et,  dans  le  cas  contraire,  il  sera  direct  par  rapport  à 
l'axe  des  z  négatifs.  Et  l'on  sait  d  ailleurs  qu'un  angle  croit 
ou  décroît  toujours  en  même  temps  que  la  valeur  algé- 
brique de  sa  tangente. 

Or  la  projection  sur  XY  du  rayon  vecteur  mené  au  point 
(.r,  y,  z)  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  a 

y 

pour  expression  générale  -•  Si  le  point  x,  y,  z  s'avance 

dans  la  direction  (a'  6'  y')  d'une  quantité  quelconque  ///, 
cette  tangente  devient 

y  -f-  m  cos  6' 

x  4-  ///  cos  y.' 

son  accroissement  est  donc 

m  (.r  cos  6'  — y  cos  x'  ) 

x'  -+-  nix  cos  a' 

et,  comme  on  peut  supposer  m  assez  petit  pour  que  le  dé- 
nominateur soit  positif,  le  signe  de  cet  accroissement  sera  le 
même  que  celui  du  numérateur,  ou  de  x  cos  6' —  y  cos  a7. 
Ainsi,  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  XY  aura  un 
mouvement  dont  1  axe  sera  Taxe  clés  z  positifs,  si  l'on  a 

x  cos  G'  —  y  cos  y.  ^>  o; 

et,  par  suite,  l'axe  du  mouvement  dans  L'espace  et  l'axe 
(1rs  2  positifs  feront  un  angle  aigu.  De  même,  les  projec- 
tions sur  \Z  auront  un  mouvement  dire<  t  par  'apport  aux 
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axes  des  x  et  des  )  positifs,  si  Ton  a 

y  cos  '/'  —  s  cos  €'^>  o,      z  cos  y.'  —  xcosy'  ^>  o. 

Dans  le  cas  où  une  de  ces  inégalités  serait  de  sens  con- 
traire, il  serait  direct  par  rapport  à  l'axe  négatif,  et  l'axe 
du  mouvement  ferait  un  angle  obtus  avec  l'axe  positif  cor- 
respondant. 

On  voit  donc  que  les  cosinus  des  angles  que  fait  Taxe  du 
mouvement  que  nous  considérons,  avec  les  axes  positifs  x, 
y,  z  ,  sont  de  mêmes  signes  respectivement  que  les  numé- 
rateurs des  valeurs  trouvées  précédemment;  que,  par  con- 
séquent, on  doit  prendre  p  positivement;  ce  qui  donne  les 
formules  suivantes  : 

}•  cos  7'  —  z  cos  6' 

COS  A  = 


(i)  '  COSfX  = 


p 

Z   COS  y!   —  X  COS  7' 

, 

P 

x  cos  6'  — y  cos  a' 
P 


Si  maintenant  on  remplace  X ,  y,  z  par  les  quantités  pro- 
portionnelles, et  respectivement  de  mêmes  signes,  cos  a, 
cos  c  .  cos  y,  on  aura 

cos  >.  =  — — —  (  cos  o  cos  7'  —  cos  7  cos  €'  ) , 
sin  V  ' 

{ 2  )  {  cos  a  =  — — —  (  cos  7  cos  y!  —  cos  y.  cos  7'  ) , 

I   cos  t  =  — — —  (cos  x  cos  6'  —  cos  6  cos  a'  ) , 
sin  \  ; 

\   désignant  encore  l'angle  des  deux  directions. 

Ces  formules  se  rapportent  à  l'axe  du  mouvement  <\<;- 
cuté  dans  le  plan  des  deux  directions  («,  6,  y),  (a 
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par  un  rayon  vecteur  tournant  autour  de  leur  point  de  ren- 
contre, en  partant  de  la  première  et  se  rapprochant  de  la 
seconde.  Si  l'on  faisait  une  construction  analogue  ,  en  sub- 
limant chacune  des  deux  directions  à  l'autre,  on  aurait 
un  mouvement  en  sens  inverse;  et,  en  effet,  les  formules 
précédentes  des  cosinus  changeraient  évidemment  de  signe 
sans  changer  de  valeur  absolue. 

Si  les  deux  directions  données  étaient  rectangulaires,  on 
aurait 

!cos  ).  =  cos  6  cos  7'  —  cos  7  cos  %', 
COS  p.  =  cos  7  cos  a  —  cos  a  cos  7', 
cos  v  =  cos  a  cos  6'  —  cos  ë  cos  a' . 

ti^O.  Si  1  On  prend,  à  partir  de  l'origine,  une  longueur  q 
-m  la  direction  a',  o',  y',  on  aura,  en  désignant  par  .r\  y', 
les  coordonnées  de  son  extrémité, 

x  '—  q  eus  y.' ,      y'  =  7  cos  ^',      z'  =r  7  cos  •/  ; 

ci  les  formules  (1)  deviennent 

—  zy'  =  pq  cos  à  ,  zx'  —  xz'  =  pq  cos  pi,  .*.;/'  —  yx'  =  /P7  cos  v . 

Or,  d'après  ce  que  représente  />,  /><y  est  Taire  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  droites  menées  de  l'origine 
aux  points  xyz^  x' y' z' .  Désignant  cette  aire  par  P,  on 
donc  aura  les  trois  équations  suivantes  : 

•j )  P  cos  a  =  yz' —  zy',    P  cos  u.  =  zx' —  xz  ,    P  cos  v  =  xy' —  >  .<  ', 

a.  7..  v  se  rapportant  à  Taxe  de  l'aire  décrite  par  un  rayon 
vecteur  passant  par  l'origine  et  marchant  de  xyz  vers 
x' y' z'  par  le  plus  court  chemin.  Et,  si  sur  la  dire*  lion  de 
cet  axe  on  prend  une  longueur  qui  représente  l'aire  P,  ces 
dernières  expressions  représentent  en  grandeur  et  en  signe 
les  projections  de  cette  longueur  sur  les  axes  des  coor- 
donné)   . 
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227.  Formules  pour  la  transformation  des  coordonnées . 
—  Proposons -nous  de  passer  d'un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  x,  y,  z  à  un  système  quelconque  de  coor- 
données obliques  x1 \y\  z'  ayant  même  origine;  et  suppo- 
sons ,  comme  nous  le  ferons  toujours,  que  la  disposition  des 
axes  soit  telle  que,  si  uu  rayon  vecteur  se  meut  autour  de 
l'origine  dans  les  trois  angles  des  axes  positifs,  en  partant 
de  l'axe  des  .r,  et  marchant  vers  l'axe  des  y,  puis  vers 
celui  des  z  pour  revenir  à  l'axe  des  x,  les  directions  des 
axes  positifs  soient  respectivement  les  axes  de  ces  trois 
mouvements.  Soient  «,  a\  a"  les  cosinus  des  angles  que  la 
direction  des  x'  positifs  fait  avec  les  directions  respectives 
des  x,  y,  z  positifs 5  &,  b',  b"  les  cosinus  relatifs  à  la  di- 
rection des  j''  positifs;  et  c,  c',  c"  ceux  qui  se  rapportent  à 
la  direction  des  z    positifs. 

Considérons  un  point  quelconque  M  [fig-  52) ,  dont  les 
trois  coordonnées  x' ',  y',  z'  soient  représentées  par  AP, 
PQ,  QM;  abaissons  MR  =  x ,  perpendiculaire  surYZ,  et 
joignons  Pi  A.  Ce  polygone  fermé  étant  supposé  projeté  sur 
AX,  donnera 

a.r'  -4-  by'  -f-  cz'  —  x  =  o , 

pourvu  que  les  quatre  coordonnées  x',  y',  z',  x  soient  po- 
sitives. Si  l'une  quelconque  d'entre  elles,  par  exemple  y', 
était  négative,  le  coté  du  polvgone  qui  doit  être  pris  en  va- 
leur absolue  serait  — y']  mais,  comme  il  serait  alors  par- 
couru dans  le  sens  des  y'  négatifs,  le  cosinus  qui  le  multi- 
plie changerait  de  signe  et  serait  — b\  le  terme  que  l'on 
doit  écrire  est  donc  toujours  by',  et  l'équation  est  générale, 
en  regardant  comme  négatives  les  coordonnées  dirigées 
en  sens  contraires  des  axes  déterminés  par  les  cosinus 
donnés. 

On  trouverait  deux  autres  équations  analogues,  en  con- 
sidérant les  coordonnées  y  et  z.  Les  équations  générales  de 
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transformation  seront  donc 

/  x  =  ax'   -+-  by'    -f-  vz', 
(i)  U-  =  a'x'+b'y'  +c'z', 

I  z  =  a"x'+b"y'+c"z', 

«•t  Ion  aura  les  conditions  nécessaires 

!a'  +  a'2  -+-  a"*=:  i, 
è'-h  b"-h  b"2  =  f, 
c"  H-  c'1  +  c"2  =  i  ; 

si  les  nouveaux  axes  étaient  rectangulaires,  on  aurait  de 
plus 

I   ab  +  a'b'  -+-  a"  b" '=  o, 
,3)  !  ac  +  a'  c'  +  a"  c"  =  o, 

(   bc  -f-6V-|-6"<?"=o, 

do  sorte  qu'on  ne  pourrait  prendre  arbitrairement  que  trois 
des  neuf  quantités  «,  b ,  cj  a',  Z>',  c';  a",  &",  c". 

Les  deux  systèmes  étant  rectangulaires,  on  peut  passer  dn 
second  au  premier  par  des  formules  semblables;  de  sorte 
que  les  équations  (i),  (2),  (3)  entraînent  les  suivantes  : 

Sx'  =  ax  4-  a' y  -\-  a"  z, 
y'  =  b.r.  -+-  b' y  -h  b"  z, 
z'    =  rx  +  c'y  -f-  c"  z  ; 

1  a2  -+-  b2  -f-  r-  =  i , 
|  ri'2  ■+-  b'2  -+-  c'2  =  1 , 
(   a"l-\-  b"2-\-  c"1—  1; 

:    (Kl     -f-  bb'    -f-  ce    =  o, 

6  I  an"  -f-  bb"  -t-  ce"  =  o, 

f  a'a"+  J'i"+cV'=o. 

Réciproquement,    ces  équations  entraîneraient    les    pre- 
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mières;  et  les  deux  systèmes  (i),  (2),  (3),  et  (4),  (5),  (6) 
sont,  par  conséquent,  identiques. 

Les  quantités  abc,  a'b'c',  a" b" c"  satisfont  à  d'autres 
relations  importantes,  qui  pourraient  se  déduire  des  précé- 
dentes ,  en  laissant  d'abord  une  ambiguïté  qu'on  ne  fait  dis- 
paraître qu  avec  un  peu  de  peine.  Nous  allons  montrer 
comment  on  peut  les  obtenir  d'une  manière  beaucoup  plus 
simple,  et  sans  aucune  incertitude  sur  les  signes. 

ISous  remarquerons  d'abord  qu'il  y  a  deux  suppositions 
à  faire  sur  l'ordre  des  axes  positifs  des  deux  systèmes  de 
coordonnées,  qui  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres.  S'ils 
sont  dans  le  même  ordre,  on  pourra  faire  coïncider  les  di- 
rections des  x\y' ,  z'  respectivement  avec  celles  des  x,y,  z 
positifs.  S'ils  sont  en  ordre  inverse,  lorsque  les  directions 
des  x'  et  desy'  seront  amenées  à  coïncider  avec  celles  des  x 
cl  des  y  positifs,  les  directions  des  z'  et  des  z  positifs  se- 
ront directement  opposées. 

L'axe  des  x'  étant  perpendiculaire  au  plan  des  axes  des 
y1  et  des  z\  les  angles  qu'il  fait  avec  les  trois  axes  des  x,  y,  z 
se  détermineront  d'après  les  formules  (3)  du  n°  225 ;  il 
faudra  d'ailleurs  s'assurer  si  les  axes  des  x',  y',  z'  sont 
dans  le  même  ordre  que  les  premiers.  Dans  cette  hvpo- 
tlièse,  l'axe  des  x'  positifs  est  l'axe  relatif  au  mouvement 
d'un  rayon  vecteur  partant  de  AY'  et  se  rapprochant  de 
AZ';  les  angles  a,  6,  y  des  formules  (3  )  se  rapportent  donc 
à  AY',  et  ont  pour  cosinus  &,  b',  b"  -,  a'.  S',  y'  se  rapportent 
à  AZ',  et  leurs  cosinus  sont  c,  c',  c";  ce  serait  l'inverse  si 
Tordre  des  trois  axes  était  inverse. 

Si  donc  on  remplace,  dans  les  formules  (3),  cos/,  cosfx. 
cos  v.  parrt,  a',  a",  on  aura,  dans  l'hypothèse  d'une  dis- 
position semblable  dans  les  deux  systèmes  d'axes, 

a  =  b'  c"  —  c'  b",     a'  =  cb"  —  bc",      a"  =  bc'  —  cb\ 
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il .  dans  le  cas  d'une  disposition  inverse. 

a  =  c'  b"  —  b'  c" ',      a!  =  bc"  —  cb",      a"  =  cb'  —  bc', 

équations  qui  ne  diffèrent  des  premières  que  par  le  change  - 
ment  de  signe  des  seconds  membres. 

En  agissant  de  la  même  manière  pour  les  axes  des  y'  et 
des  z',  on  aura  des  équations  semblables;  de  sorte  que  les 
neuf  quantités  abc,  a'  b'  c',  a"  b"  c"  sont  liées  par  les  rela- 
tions suivantes,  dans  le  cas  où  la  disposition  des  deux  sys- 
tèmes d'axes  est  la  même  : 

!a  =  b'c"  —  c'  b",  a'  =  cb"  —  bc" ,  a"  =  bc'  —  cb' , 
b  =  c'  a'  —  a' '  c" ' ,  b'  =  ac"  —  en" ' ,  b"  —  ca!  —  ac' , 
c  =  a'b"  —  b'n",      c'  =  ba"  —  ab" ',      c"  =  aV  —  ba' . 

Dans  le  cas  où  la  disposition  des  axes  serait  inverse,  il  fau- 
drait changer  les  signes  des  seconds  membres  de  ces  neuf 
équations. 

228.  Les  nouveaux  axes  x\  y',  z',  au  lieu  d'être  déter- 
minés par  neuf  quantités  entre  lesquelles  il  existe  six  rela- 
tions, pourraient  l'être  par  trois  seulement,  et  nous  allons 
faire  connaître  les  formules  données  à  cet  effet  par  Eulcr. 

ÏNous  supposerons  que  les  nouveaux  axes  aient  la  même 
disposition  que  les  premiers,  et  nous  les  déterminerons  en 
donnant  1  angle  6  [fig.  53)  que  forme  avec  l'axe  des  x  po- 
sitifs la  trace  AR  du  plan  Y'  X'  sur  XY;  l'angle  9  que  forme 
le  plan  X' Y'  avec  XY,  qui  est  aussi  celui  des  axes  AZ. 
AZ';  et  enfin  l'angle  ©  que  forme  AX'  avec  Ail;  mais  il  est 
essentiel  d'indiquer  avec  précision  le  sens  dans  lequel  cha- 
cun de  ces  angles  est  estimé. 

Nous  compterons  L'angle  'l  dans  le  sens  du  mouvement 
direct  de  A\  vers  Ai.  et  il  pourra  varier  de  o  ;'i  -ir.-.  mai; 
à  laquelle  des  deux  directions  opposées  AR,  AL  se  rappor- 
tera-t-il?  Pour  la  déterminer,  concevons   un  mouvement 
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direct  autour  de  AZ  qui  amène  AX  en  AR  et  A  Y  en  A\ ,: 
puis  un  mouvement  direct  autour  de  AR  qui  amène  AZ  à 
coïncider  avec  AZ',  ce  qui  aura  lieu,  ou  lorsque  le  système 
aura  tourné  de  l'angle  0,  qu'on  supposera  toujours  moindre 
que  ff,  ou  lorsqu'il  aura  tourné  de  2  7î — B\  or  il  n'y  a 
qu'une  des  deux  directions  AR,  AR'  pour  laquelle  l'angle 
de  rotation  soit  0,  et  c'est  celle-là  que  nous  choisissons 
pour  la  détermination  de  l'angle  <J>. 

On  voit,  d'après  cela,  qu'on  passerait  des  premiers  axes 
aux  nouveaux,  en  faisant  tourner,  dans  le  sens  direct,  le 
système  des  premiers  d'un  angle  <J>  autour  de  AZ;  les  faisant 
tourner  ensuite  d'un  angle  Q  autour  de  AR ,  et  enfin  d'un 
angle  <p  autour  de  AZ'.  Après  le  premier  mouvement,  les 
axes  seront  dans  la  position  AR,  AY15  AZ,  et  nous  dési- 
gnerons par  #1,  /i,  z  les  coordonnées  comptées  sur  leurs 
directions.  Après  ce  second  mouvement,  ils  ont  la  posi- 
tion AR,  AY2,  AZ',  et  nous  désignerons  par  x1,yg,  z1  les 
coordonnées  correspondantes.  Enfin,  après  le  troisième 
mouvement,  ils  coïncideront  avec  les  axes  AX',  AY',  AZ', 
pour  lesquels  les  coordonnées  sont  x',j',  z' . 

Nous  pourrons  ainsi  passer  des  premiers  axes  aux  nou- 
veaux au  moyen  de  trois  transformations  dans  lesquelles  un 
axe  étant  immobile,  on  n'a  besoin  de  faire  usage  que  de  la 
transformation  des  coordonnées  dans  un  plan. 

Or  on  sait  que ,  pour  passer  d'un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  u,  v  à  un  système  rectangulaire  u1 ',  u'  sem- 
blablement  disposé,  c'est-à-dire  tel ,  que  quand  la  direction 
des  u'  positifs  coïncide  avec  celle  des  u  positifs,  il  en  soit 
de  même  des  directions  des  v  et  v'  positifs,  on  a  les  deux 
formules 

u.  =  u'  cos  a  —  c'  sin  a , 
e  =  u'  sin  y.  +  v'  cos  a, 

c<  désignant  l'angle  dont  il  faut   faire  tourner  l'axe  des  u 


PBEHIEBE    ANNÉE.     —    STATIQUE.  267 

dans  le  sens  de  u  vers  v  pour  qu'il  coïncide  avec  Taxe  des  v! 
positifs.  Ces  formules  varieraient  dans  les  signes  si  la  dis- 
position des  axes  était  inverse.  D'après  cela,  on  aura  les 
équations  suivantes  : 

.r=.r,  cos  y — j,siny,  r,=  >  .cosô — z'sinô,  .r^-r' cos  <p — /'siny, 
jr=i-,sin  y  +  ),cos-!/,   z  =j2sin  0+s'cosO,  j2:=.r/sin<p-H/'cos<p. 

Éliminant  les  intermédiaires  xu  yy, y*,  on  obtient  les  for- 
mules cherchées  : 

x  =  x'  (cos  <p  cos  y  —  sin  <p  sin  y  cos  8  j 

-h  j'  ( —  sin  ©  cos  7  —  sin  y  cos  o  cos  9)  -f-  ^  sin  y  sin  0 , 
(8)      <  y  ■=.  x  (cos  o  sin  y  -+-  sin  y  cos  y  cos  9) 

-+-  y'  ( —  sin  o  sin  y  -f-  cos  y  cos  e>  cos  0)  —  z'  cos  7  sin  9 , 
z  =  x'  sin  0  sin  <p  -(-  j'  cos  <p  sin  9  +  z'  cos  9. 

La  comparaison  des  formules  (1)  et  (8)  conduit  aux 
équations  suivantes,  qui  ont  la  même  généralité  que  celles 
d  où  on  les  déduit  : 

a  =  —  sin  ?  sin  y  cos  9  -+-  cos  y  cos  y  , 
6  =  —  cos  y  sin  y  cos  9  —  sin  cp  cos  y  , 
<•  =        sin  9  sin  y  , 

(i  =  sin  o  cos  y  cos  9  -f-  cos  y  sin  y  , 
A'  =:  cos  y  cos  y  cos  9  —  sin  o  sin  y  , 
r'  =  —  sin  9  cos  y  ; 

<■/"  =  sin  8  sin  tp,       A"  =  sin  6  cos  y,      c"  =  cos  8. 

Ces  équations  entraînent  les  suivantes,  qu'il  e.-i  bonde 
noter  ; 

tang<p=p,         f,U,-y=:—     ,. 
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Du  mouvement  infiniment  petit  d'un  système  rigide. 

229.  Eu  différentiant  les  équations  (i)  du  n°  214  par 
rapport  à  ?,  et  supposant  x',  y',  z'  constants,  on  obtient 

dx de,  f  da  ,  db  ,  de 

dt~~dt  +  X    dl  +J    dl  +z  dt' 

dy        dn  ,  da'  ,  db'  ,  de' 

dz       rfÇ         ,da"  db"         ,dc" 

dt         dt  dt  dt  dt 

Ce  sont  les  valeurs  des  composantes  parallèles  X,  Y,  Z  de 
la  vitesse  d'un  point  quelconque  du  système  ayant  pour 
coordonnées  invariables  x',  y',  z'  par  rapport  aux  axes 
X\Y',  Z'. 

On  les  obtiendrait  en  divisant  les  équations  (2.)  du  même 
numéro  par  Af,  et  passant  à  la  limite  des  rapports  lorsque 
At  tend  vers  zéro. 

230.  Composantes  de  ht  vitesse  dans  le  sens  des  axes  mo- 
biles. —  En  multipliant  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (i),  respectivement  par  a,  a',  a",  et  les  ajoutant,  on 
aura  la  composante  de  la  vitesse  dans  le  sens  des  x'\  on 
aura ,  de  même,  les  composantes  dans  le  sens  des  y1  et  des  z' . 
Désignons-les  par  u,  v,  w,  et  soient  A,  i,  h  les  composantes 
de  la  vitesse  de  l'origine  mobile,  suivant  ces  mêmes  di- 
rections 5  c'est-à-dire  posons 
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nous  trouverons 

!u  =  h-h  qz'  —  ry', 
v  =  i  +  /\r'  —  pz', 
rt'=/+  /;>-'  —  qx' , 

i>.  </,  i  étanl  donnés  par  les  équations 

pdt  =  crfft  +  c'  db'  -f-  c"  clb", 
qdt  =  adc  +  «'r/c'  +  a" de" , 
rdt  =  bda  -h  &V/a'  -+-  b" da" , 

Les  premiers  termes  /i,  i,  A'  sont  les  composantes  de  la 
vitesse  du  mouvement  commun  de  translation  ;  de  sorte  que 
les  composantes  dues  au  mouvement  de  rotation  autour  de 
L'origine  supposée  immobile,  sont 

qz  —  ry',      rx'  —  pz' ,     py'  —  qx' . 

2'M  .  Axe  instantané  de  rotation.  —  Les  points  dont  la 
vitesse  est  nulle  dans  le  mouvement  autour  de  l'origine  sup- 
posée fixe,  seront  donnés  par  les  trois  équations  suivantes, 
qui  se  réduisent  à  deux  : 

i  TJ  —  'J'  =  0 ,      rx'  —  pz'  =  o  ,     py'  —  qx'  =  o. 

Ils  forment  une  droite  qui  passe  par  l'origine,  et  qui  fait 
avec  les  axes  x\  y\  z'  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

"+"  v  +~  a  +~  r 

(5) 


\  l>1  -+-  C'  -+■  r:         \!pl  -h  ql  H-  r1         \lp2  -h  q2  -+-  r- 

les  signes   supérieurs  ou  inférieurs  devant  être  pris   en- 
semble. 

On  la  nomme  «xe  instantané  de  rotation,  parce  qu'on 
peut  supposer  que  le  mouvement  s'effectue  autour  d'elle 
pendant  un  temps  infiniment  petit  ;  les  erreurs  qui  en  ré- 
sultent n'étanl  que  îles  infini  m  en  1  petits  du  second  ordre, 
pour  les  points  situés  à  une  distance  finie  de  cel  axe 
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Il  résulte  de  là  que  tout  mouvement  infiniment  petit  au- 
tour d'un  point  fixe  peut,  être  considéré  comme  ayant  lieu 
autour  d'un  axe  passant  par  ce  point. 

Et ,  par  conséquent , 

Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  peut  être 
considéré  comme  résultant  d'un  mouvement:  de  transla- 
tion et  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe 

^'i.  Expression  de  la  vitesse  angulaire.  —  Dans  ce 
mouvement  autour  d'un  axe  fixe,  la  vitesse  angulaire  est 
égale  à  la  vitesse  d'un  point  quelconque,  divisé  par  la  dis- 
tance de  ce  point  à  Taxe.  Si  l'on  choisit  à  cet  effet  le 
point  situé  sur  Taxe  z'  à  la  distance  1  de  l'origine,  ses 
coordonnées  seront 

x'=0,      j'  =  0,       z'=i; 

les  composantes  de  sa  vitesse,  parallèlement  à  ces  axes,  se- 
ront, d'après  les  formules  précédentes  ,  q,  — p,  05  sa  vitesse 
sera  donc    \p~-+-f/'~-    Sa   distance  à  l'axe  sera  le  sinus   de 

l'angle  de  cet  axe  et  de  l'axe  z',  ou  — —   Donc  la 

V7>2H-  (f--\-  r* 

vitesse  angulaire  w  aura  pour  valeur 


6  »=  \jp2  +  ?2+  >a. 

233.  Sens  de  la  rotation.  —  Il  reste  à  déterminer  le 
sens  de  la  rotation  du  système,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  le  sens  de  la  rotation  qui  s'effectue  dans  un  plan 
quelconque  perpendiculaire  à  l'axe.  11  suffît,  pour  cela  ,  de 
reconnaître  si  la  direction  de  l'axe  de  cette  rotation  corres- 
pond aux  signes  supérieurs  ou  aux  signes  inférieurs  des 
expressions  (5).  Nous  considérerons,  à  cet  effet,  le  plan 
mené  par  l'origine  perpendiculairement  à  l'axe,  et  nous 
allons  chercher  la  direction  de  l'axe  de  la  rotation  effectuée 
dans  ce  plan  par  la  droite  menée  de  l'origine  à  l'un  quel- 
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conque  des  points  de  ce  plan,   ayant  pour  coordonnées 

»  ')  -  .  Ce  point,  à  partir  dune  quelconque  de  ses  posi- 
tions, se  meut  dans  la  directiou  de  sa  vitesse,  qui  fait  avec 
les  axes  X'Y'Z'  des  angles  dont  les  cosinus  sont  propor- 
tionnels à  //,  y,  ie;  de  sorte  que,  pour  avoir  Taxe  de  la  ro- 
tion  du  rayon  mené  de  l'origine  à  ce  point,  il  suffît  de 
recourir  aux  formules  (2)  du  n°  22o,  en  remplaçant  la  di- 
rection (ocoy)  par  celle  du  rayon,  et  la  direction  (a' S'y') 
par  celle  de  la  vitesse.  D'où  il  suit  que  les  cosinus  des 
angles  que  fait  la  direction  de  l'axe  de  la  rotation  avec 
celles  des  x' ',  r ',  z'  seront  de  mêmes  signes  que  les  ex- 
pressions 

y'  <»'  —  z  c,      z'  u  —  x'  IV,      x'  i>  —  y'  a  ; 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  reconnaître  si  les  signes  de  ces  expres- 
sions sont  les  mêmes  que  ceux  de  p.  r/,  /',  ou  contraires. 

?>ous  prendrons,  pour  plus  de  simplicité,  z'  =  05  d'où 
résulte 

u  =  —  ry',      v  =  rx'  ; 
et  la  troisième  expression  devient 

Elle  est  donc  de  même  signe  que  /•;  et,  par  conséquent,  ce 
sont  les  signes  supérieurs  qui  doivent  être  pris  dans  les  ex- 
pressions (5). 

Ainsi  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  X'Y'Z', 
par  la  direction  de  l'axe  de  rotation,  sont  en  grandeur  cl 
•  mi  signes 

P  'I  '' 


.7 


\Zp2-hq7-hr7        vV -I- 7"  + /-i         vV  +  7!  +  /,: 


En  multipliant  la  vitesse  angulaire  ^pi-\-q*-\-r*  |>a;-  ces 
trois  cosinus,  on  aura   ses  composantes  suivant  le^ 
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V,  Y',  Z.  Leurs  valeurs  en  grandeur  et  en  signes  seront 
donc 

(8)  p,    g,     r. 

234.  Axe  instantané  de  glissement  et  de  rotation. —  La 
proposition  établie  dans  le  n°  219  ayant  lieu  pour  tout 
mouvement  du  corps,  aura  lieu  lorsque  ce  mouvement  sera 
infiniment  petit;  et  Ion  retrouve  cette  proposition,  dé- 
montrée d'abord  géométriquement  : 

Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  peut  être 
produit  par  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
Jîxe,  suivi  ou  précédé  d'un  mouvement  commun  de  glisse- 
ment le  long  du  même  axe. 

Cet  axe  instantané  de  glissement  et  de  rotation  peut 
encore  être  envisagé  autrement.  En  substituant,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  aux  espaces  infiniment  petits  parcou- 
rus par  les  points  du  système  dans  un  même  temps,  les  vi- 
tesses mêmes  de  ces  points ,  on  a  l'énoncé  suivant  : 

Les  vitesses  de  tous  les  points  d'un  corps  à  un  instant 
quelconque  peuvent  être  considérées  comme  résultant  de 
la  composition  de  vitesses  égales  et  parallèles  à  une 
même  droite,  et  des  vitesses  qu'auraient  ces  points  dans 
un  certain  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pa- 
rallèle à  cette  même  droite. 

La  composante  parallèle  à  l'axe  n'est  autre  chose  que  la 
projection  de  la  vitesse  de  l'origine  mobile  sur  l'axe;  la  vi- 
tesse angulaire  du  mouvement  de  rotation  est  \Jp*-+-  (f-+-  r~; 
et  la  direction  de  cet  axe  est  celle  qui  fait  avec  les  axes  des 
x' ,  y',  z'  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 
p*  q,  r  et  de  mêmes  signes  que  ces  quantités. 

235.  Équations  de  l'axe  instantané  de  glissement  et 
de  rotation.  —  Les  équations  de  l'axe  de  glissement  et  de 
rotation  données,  dans  le  n°  222,  pour  un  mouvement 
fini    quelconque,    se  changeront    dans   les  équations  cher- 
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chées  en  divisant  les  deux  membres  par  At  et  passant 
aux  limites.  Les  quantités  p,  q,  r  se  changeront  en  celles 
que  nous  désignons  actuellement  par  ces  mêmes  lettres; 
h,  i,  A  deviendront  les  composantes  de  la  vitesse  de  l'o- 
rigine dans  le  sens  des  axes  X',  Y',  Z',  que  nous  repré- 
sentons encore  par  ces  mêmes  lettres;  enfin,  u,  qui  repré- 
sentait le  déplacement  de  l'origine  estimé  dans  le  sens  de 
Taxe,  deviendra  la  vitesse  de  celte  origine  estimée  suivant 
cette  même  direction  ou  la  vitesse  de  glissement.  Nous  la 
désignerons  par  la  même  lettre,  et  par  y',  y",  v'"  ses  com- 
posantes suivant  les  axes  X',  Y',  Z'.  Les  équations  de  l'axe 
instantané  de  glissement  et  de  rotation  seront  donc,  par 
rapport  aux  axes  mobiles , 

iqz  —  ry'  =  ■/  —  // , 
rx'  —  pz'  ==o"  —  i, 
pf  —  fjx'  =  </"  —  /. 

On  aurait  les  équations  de  cet  axe  par  rapport  aux  axes 
fixes  en  substituant  à  x',  y',  z'  leurs  valeurs  en  x,  y,  z. 
L'axe  est  ainsi  déterminé  à  chaque  instant  par  rapport  au 
corps  et  à  la  position  absolue,  en  supposant  que  les  quan- 
tités £ ,  yj,  £,  a,  b,  c,  «',  etc.,  soient  des  fonctions  données 
du  temps. 

L  équation  de  la  surface,  lieu  de  ces  axes  par  rapport  au 
corps,  s'obtiendrait  en  éliminant  le  temps  entre  les  trois 
équations  de  l'axe  en  x',  j\  z\  et  les  équations  de  la  sur- 
face, lieu  de  ces  axes  dans  l'espace,  s'obtiendraient  en  éli- 
minant le  temps  entre  les  trois  équations  de  l'axe  en  .r,  y,  z. 

236.  Déplacement  virtuel  d'un  corps  solide.  Equations 
d'équilibre.  —  Les  formules  (3)  du  n"230,  qui  expriment 
les  composantes  de  la  vitesse  d  un  point  quelconque  d'un 
corps  solide  en  mouvement,  donnent  immédiatement  les 
composantes  des  vitesses  virtuelles  des  divers  points  de  ce 
corps:  et  l'application  du  principe  général  de  la  statiqui 
i.  18 
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Tria  connaître  les  équations  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l'équilibre  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  entière- 
ment libre.  En  effet,  lorsqu'un  système  rigide  passe  d'une 
position  donnée  à  une  autre  infiniment  voisine,  tous  les 
points  peuvent  être  considérés  comme  décrivant  des  droites 
infiniment  petites  d'un  mouvement  uniforme  et  avec  des 
vitesses  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  droites,  que 
l'on  a  nommées,  pour  cette  raison,  vitesses  virtuelles.  Les 
composantes  de  ces  vitesses  virtuelles,  ou  de  ces  déplace- 
ments virtuels,  sont  donc  les  produits  du  temps  6  employé  à 
les  parcourir  par  les  composantes  de  la  vitesse  données  par 
les  formules  (3).  La  somme  des  moments  virtuels  des  forces 
avant  pour  composantes  (X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',  etc.),  sera  donc 

01  \X(/i  -+-  qz'  —  /•>')  +Y(r+  rx'  —  pz')  -f-  Z  (/S  +  py>  —  qx' )] . 

Or,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  ,  il  faut ,  d'après  le  principe 
des  vitesses  virtuelles,  que  cette  somme  divisée  par  Q  soit 
nulle,  quel  que  soit  le  déplacement;  c'est-à-dire  quelles  que 
soient  les  six  quantités  h,  i,  À  ,  /;,  q,  /•,  puisque  l'on  sup- 
pose le  corps  entièrement  libre.  11  est  donc  nécessaire  et 
suffisant  que  les  coefficients  de  chacune  de  ces  indéterminées 
soient  nuls,  ce  qui  donne  les  équations 

2X  =  o,      Z  Y  =  o ,      2  Z  =  o  ; 

l(yZ  —  z'Y)  =  o,      l(z'X  —  x'Z)  =  o,      l(x'Y  —  yX)  =  o. 

On  peut  supposer  les  axes  des  x',y',  z'  placés  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace.  On  peut  donc  les  faire  se 
confondre  avec  les  axes  donnés  des  x,y,  z.  Les  trois  der- 
nières équations  deviennent  alors 

ï(jZ-zY)  =  o,     l(zX—  .rZ)=o,     ï(xY-jX)  =  o. 

On  retrouve  ainsi  les  six  équations  déjà  démontrées  n°  50(*) . 

(*)  On  peut  consulter,  sur  le  mouvement  géométrique  d'un  corps  solide 
un  Mémoire  assez  étendu  de  M.  O.  Rodriguez,  postérieur  a  celui  de  M.  Poin- 
•-ot  (voyez  le  Journal  de  M.  Liouwle,  tome  V). 
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CHAPITRE  III. 

DE    LA     VITESSE    ET    DE    LA    DÉVIATION    DANS     LE 
MOUVEMENT    COMPOSÉ    D'UN    POINT. 

237.  Lorsqu'un  point  a  un  certain  mouvement  continu  par 
rapport  à  un  système  rigide,  et  que  ce  système  a  lui-même 
un  mouvement  continu  dans  l'espace,  le  point  est  dit  avoir 
un  mouvement  continu  composé  des  deux  autres.  Et  nous 
avons  remarque  (n°  204),  qu'en  partant  d'une  époque  quel- 
conque, on  aurait  la  position  du  point  après  un  temps 
quelconque,  en  laissant  se  mouvoir  le  système  pendant  ce 
temps,  le  point  y  occupant  toujours  la  même  position } 
puis  faisant  mouvoir  le  point  dans  ce  système  immobile 
pendant  ce  même  temps,  de  manière  à  y  prendre  la  position 
relative  qu'il  doit  avoir.  On  pourrait  aussi  commencer  par 
faire  mouvoir  le  point  dans  le  système  laissé  immobile, 
puis  donner  au  système  le  mouvement  qu'il  doit  avoir  pen- 
dant le  même  temps,  le  point  y  conservant  toujours  la 
même  position  relative. 

La  manière  la  plus  commode  de  déterminer  ces  deux 
mouvements  consiste  à  prendre  trois  axes  rectangulaires 
liés  invariablement  au  système.  La  position  relative  du 
point  se  détermine  par  ses  coordonnées  par  rapport  à  ces 
axes,  et  le  mouvement  du  système  parles  positions  succes- 
sifs de  ces  mêmes  axes.  Si  l'on  eounait  les  deux  mouve- 
ments composants,  les  coordonnées  du  point  par  rapport 
aux  axes  mobiles  sont  des  fonctions  connues  du  temps, 
ainsi  que  les  coordonnées  de  l'origine  mobile  et  les  incli- 
naisons de  ces  axes  sur  des  axes  fixes. 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  comment  on  peut  déter- 
miner, dans  le  mouvement  résultant,  ou  composé,  du  point, 
les  deux  éléments  importants  que  nous  avons  considérés  dans 

.8. 
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le  mouvement  en  général,  savoir,  la  vitesse  et  la  dévia- 
tion. 

238.  fltesse  dans  le  mouvement  composé. — Soient  M  la 
position  du  point  à  une  certaine  époque;  MU  la  trajectoire 
du  point  du  système  qui  coïncide  avec  -M  à  cette  époque; 
Mt  la  position  de  ce  point  après  un  temps  infiniment  pe- 
tit 9;  M,Y  la  position  qu'occupe  après  ce  temps  la  ligne 
liée  au  système  rigide  et  sur  laquelle  reste  le  point  mobile, 
autrement  dit  la  trajectoire  relative;  Mt  M'  l'arc  que  ce 
point  a  parcouru  sur  cette  courbe,  depuis  l'époque  où  M, 
était  en  M,  c'est-à-dire  pendant  le  temps  9.  M'  sera  la 
position  du  mobile  après  ce  temps,  et  sa  trajectoire  absolue 
sera  une  ligne  MM'T  passant  par  M  et  M'. 

Si  maintenant  on  joint  les  points  MM' M,  par  des  droites, 
et  que  l'on  fasse  tendre  0  vers  zéro,  ces  droites  auront  pour 
limites  de  leurs  directions  les  tangentes  aux  trois  courbes 
MU,  MT  et  MtV,  celte  dernière  étant  prise  dans  sa  posi- 
tion limite,  c'est-à-dire  quand  Mt  est  en  M.  Les  rapports 
des  côtés  du  triangle  MM'  Mt  auront  les  mêmes  limites  que 
les  rapports  des  arcs  MMt,  M,  M',  MM'  qui  sont  parcourus 
dans  le  même  temps  Q,  le  premier  par  le  point  du  système 
qui  coïncidait  avec  le  mobile,  le  second  par  le  mobile  dans 
son  mouvement  relatif,  le  troisième  par  le  mobile  dans  son 
mouvement  composé.  Or,  si  Ton  divisait  ces  trois  arcs  par  6. 
les  trois  quotients  auraient  pour  limites  les  vitesses  dans 
ces  trois  mouvements ,  prises  à  l'époque  où  le  mobile  est 
en  M.  Les  rapports  des  côtés  du  triangle  MM!  M'  ont  donc 
pour  limites  les  rapports  de  ces  vitesses. 

Pour  énoncer  simplement  la  solution  qui  résulte  de  là 
pour  la  question  que  nous  nous  proposions,  formons  le  pa- 
rallélogramme MMj  M'  K.  Le  côté  MR.  parallèle  à  M,  M', 
aura  pour  direction  limite  celle  de  la  trajectoire  relative 
en  M,  et  le  parallélogramme  tend  à  être  semblable  à  un  pa- 
rallélogramme dont  les  côtés   adjacents  seraient  les  tan- 
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gentes  eu  M  à  la  trajectoire  relative  du  mobile  <jt  à  la  tra- 
jectoire du  point  coïncident  du  système,  et  auraient  des 
longueurs  proportionnelles  aux  vitesses  de  ces  points  sur 
ces  courbes. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  vitesse  du  mobile  dans  sou  mouvement  composé  est 
représentée;  en  grandeur  et  en  direction,  par  la  diagonale 
du  parallélogramme  dont  les  deux  côtés  adjacents  repré- 
senteraient, en  grandeur  et  en  direction ,  la  vitesse  re- 
lative du  mobile  et  la  vitesse  du  point  coïncident  du  sys- 
tème. 

On  peut  donc  dire,  d'après  la  définition  donnée  n°  19.'» 
de  la  composition  des  vitesses,  que  : 

La  vitesse,  dans  le  mouvement  composé,  est  la  résul- 
tante des  vitesses  dans  le  mouvement  relatif  et  dans  le 
mouvement  du  point  coïncident  du  système. 

239.  Vitesse  relative.  —  Soient  MUTV  (Jîg.  55)  le  pa- 
rallélogramme construit  sur  les  lignes  MV,  MU  tangentes 
en  M,  la  première  à  la  trajectoire  relative,  la  seconde  à  la 
trajectoire  du  point  M  appartenant  au  système;  les  lon- 
gueurs M\  ,  MU  représentant  les  vitesses  sur  ces  deux  tra- 
jectoires. Nous  venons  de  voir  que  la  diagonale  MT  repré- 
sentera en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  mouvement 
absolu  du  point  dans  l'espace. 

Mais  si  Ton  prend  sur  le  prolongement  de  MU ,  MU'  égal 
à  MU,  MY  sera  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  MU'  et  MT.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

La  vitesse  relative  d'un  point,  par  rapport  à  un  sys- 
tème rigide  en  mouvement ,  est  la  résultante  de  sa  vitesse 
absolue  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du  point 
coïncident  du  système. 

240.  Déviation  dans  le  mouvement  composé.  —  Soient 
M  la  position  du  point  mobile  à  une  époque  quelconque; 
M  V  la  ligne  sur  laquelle  il  se  meut  dans  le  système,  ou  sa 
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trajectoire  relative-,  MU  la  ligne  que  décrit  le  point  M  du 
système.  Supposons  qu'après  un  temps  infiniment  petit  9  le 
mobile  soit  en  m  sur  sa  trajectoire  relative,  et  le  point  M 
du  système  en  M,.  Soient  MT,  MTt  les  parties  des  tan- 
gentes à  ces  courbes  qui  seraient  décrites  uniformément 
dans  le  temps  0  avec  les  vitesses  qui  ont  lieu  en  M  dans  les 
mouvements  sur  ces  courbes. 

La  déviation  dans  le  mouvement  du  point,  par  rapport 
au  système  après  le  temps  9,  est  Tm  ;  elle  est  Tj  M1  dans  le 
mouvement  du  point  M  du  système. 

La  diagonale  MT'  du  parallélogramme  TMTt  T'  donne 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  mobile 
dans  l'espace  ]  et  sa  grandeur  représenterait  la  vitesse  sur 
cette  courbe,  si  l'on  prenait  MT,  MTj  pour  représenter  les 
vitesses  sur  les  deux  autres 5  et,  par  conséquent,  MT'  est 
l'espace  que  décrirait  dans  le  temps  9  un  point  qui  se  mou- 
vrait sur  cette  tangente  avec  la  vitesse  que  le  mobile  a  en  M 
sur  sa  trajectoire  absolue. 

Il  suit  de  là  que,  pour  avoir  la  déviation  du  mobile  dans 
son  mouvement  composé  ou  absolu,  il  suffit  de  joindre  le 
point  T'  à  la  position  qu'occupe  ce  mobile  après  le  temps  9 
sur  sa  trajectoire  absolue,  ou,  en  d'autres  termes,  à  la  po- 
sition qu'il  occupe  effectivement  dans  l'espace.  Or  c'est  ce 
qu'il  est  très-facile  de  déterminer  d'après  ce  que  nous  avons 
établi  précédemment  sur  le  mouvement  des  systèmes. 

Pour  cela ,  nous  laisserons  d'abord  le  système  immobile 
pendant  le  temps  0;  le  point  M  arrivera  ainsi  à  la  posi- 
tion m  dans  le  système,  et  nous  supposerons  qu'il  y  reste 
lié  fixement.  Maintenant,  nous  laisserons  le  système  se 
mouvoir  comme  il  doit  le  faire  effectivement  pendant  le 
temps  0,  et  nous  décomposerons  ce  mouvement  en  une 
translation  commune,  qui  amène  M  en  M,,  et  une  rotation 
autour  d'un  certain  axe  Mil  dont  la  direction,  ainsi  que 
l'angle  de  rotation,  ne  dépendent  que  du  changement  de 
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direction  des  lignes  du  système.  Cet  axe  peut  être  confondu 
avec  Taxe  instantané,  lorsque  9  est  infiniment  petit*,  et 
I  angle  décrit  autour  de  MtI  peut  être  considéré  comme  le 
produit  du  temps  0  par  la  vitesse  angulaire  correspondante 
à  la  position  M.  Or  il  est  facile  de  suivre  le  point  /??,  cn- 
trainé  ainsi  par  le  système  auquel  il  est  lié. 

En  ellcl  .  opérons  la  translation  MMj  au  moyen  des  deux- 
translations  MT4 ,  TjMj.  Par  suite  de  la  première,  la 
droite  MT  vient  en  TtT'-,  par  suite  delà  seconde,  elle  vient 
«  m  M,  y. ,  T' (x  étant  pris  égal  et  parallèle  à  Tj  Mt.  Menant 
ensuite  y.u'  parallèle  et  égal  à  Tm,  y.'  sera  la  position  de  m 
après  la  translation.  Effectuant  maintenant  la  rotation  au- 
tour de  M,  I ,  le  point  \j.'  décrira  un  arc  de  cercle  p.'  M'  per- 
pendiculaire au  plan  IM,  y.\  et  avant  pour  rayon  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  y.'  sur  l'axe  AJ  j  I.  Alors  toutes  les 
choses  se  trouvent  telles  qu'elles  doivent  être  dans  le  mou- 
vement réel  après  le  temps  0 ;  M'est  la  position  absolue 
qu'occupera  le  mobile  :  et,  par  conséquent,  T'M'  est  la  dé" 
viation  cherchée. 

Or,  en  considérant  le  polygone  fermé  T'p.p.'  M',  on  voit 
que  la  ligue  T'M' est  la  résultante  des  lignes  T'y,  y.y.', 
a  M'  prises  dans  les  directions  suivant  lesquelles  elles  sont 
décrites  en  partant  de  T'.  La  première  n'est  autre  chose 
que  la  déviation  i\  M,,  transportée  parallèlement  à  elle- 
même,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  sens;  la  seconde  est 
la  déviation  Tm,  semblablemenl  transportée.  Quant  à  la 
troisième  ligne  \j!  M',  sa  direction  a  pour  limite  la  perpen- 
diculaire au  plan  mené  par  la  direction  limite  de  M,  I,  qui 
est  celle  de  l'axe  instantané,  et  par  la  direction  limite  de 
M,  y.',  qui  est  celle  de  Mjp.,  vu  que  \w'  est  un  infiniment 
petit  du  second  ordre,  et  Mj  u'  du  premier.  Ainsi  la  ligne 
y.'  \J'  peut  être  considérée  comme  perpendiculaire  au  plan 
qui  contient  des  parallèles  à  Taxe  instantané  de  rotation  et 
à  la  direction  MT  de  la  vitesse  relative  du  mobile. 
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Jl  est  essentiel  de  remarquer  que  le  sens  de  cette  direction 
est  celui  du  mouvement  de  rotation.  De  sorte  que  si  on  la 
considérait  comme  axe  d'un  mouvement  direct  de  rotation 
exécuté  dans  le  plan  auquel  elle  est  perpendiculaire,  le  sens 
de  ce  mouvement  serait  de  l'axe  instantané  vers  la  direction 
de  la  vitesse  relative. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  mesure  de  la  grandeur 
u'M'.  Si  l'on  désigne  par  w  la  vitesse  angulaire  du  sys- 
tème, par  vr  la  vitesse  relative,  et  par  ô  l'angle  de  la  di- 
rection de  cette  vitesse  avec  celle  de  l'axe  instantané,  le 
rayon  du  cercle  décrit  par  u'  sera  Mt  u'  sin  â,  qu'on  pourra 
remplacer  par  Mj  usine?  ou  Qvrsind;  l'angle  au  centre 
sera  0w,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 

pt'M'=  92wcrsin  S. 

La  question  est  donc  entièrement  résolue,  et  le  résultat 
peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

La  déviation  dans  le  mouvement  composé  d'un  point 
est  la  résultante  de  trois  lignes.  Les  deux  premières  sont 
les  déviations  dans  le  mouvement  du  point  relatif  au  sys- 
tème, et  dans  le  mouvement  du  point  du  système  qui  coïn- 
cide avec  ce  mobile  à  l'instant  que  l'on  considère.  La 
troisième  est  perpendiculaire  à  un  plan  parallèle  à  l'axe 
instantané  du  système  et  à  la  vitesse  relative  du  point, 
et  dans  le  sens  du  mouvement  de  rotation.  En  d'autres 
termes,  elle  est  dans  la  direction  de  l'axe  du  mouvement 
qui  amènerait  par  le  plus  court  chemin  la  direction  de 
l'axe  instantané  vers  celle  de  la  vitesse  relative  du 
point.  La  grandeur  de  cette  troisième  ligne  est  le  pro- 
duit, du  carré  du  temps  infiniment  petit  que  Von  consi- 
dère par  la  vitesse  angulaire  du  système,  et  par  la  pro- 
jection de  la  vitesse  relative  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  instantané. 

241 .  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  vitesse  dans  le  mou- 
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Veinent  composé  ne  dépend  que  des  vitesses,  du  point  mo- 
bile relativement  au  système,  et  du  point  coïncident  du 
système 5  tandis  que  la  déviation  dans  le  mouvement  com- 
posé n'est  pas  déterminée  par  celles  qui  ont  lieu  dans  ces 
deux  mouvements.  Il  n'en  serait  ainsi  que  dans  le  cas  où 
le  mouvement  du  système  se  réduirait  a  une  simple  trans- 
lation. S'il  y  a  une  rotation,  il  en  résulte  une  influence  qui 
ne  peut  plus  être  négligée ,  parce  qu'elle  est  du  second  ordre 
infinitésimal,  et  que,  dans  la  mesure  de  la  déviation  qui 
est  du  second  ordre,  on  ne  peut  négliger  que  les  quantités 
d'ordre  supérieur  au  second. 

242.  Cas  particuliers.  —  i°.  Si  le  mouvement  du  sys- 
tème se  réduit  à  une  translation,  suivant  une  loi  quel- 
conque, la  vitesse  angulaire  devient  nulle,  et  la  troisième 
composante  disparait.  Dans  ce  cas,  la  déviation  résulte  de 
la  composition  de  celles  qui  se  rapportent  au  mouvement 
relatif  et  au  point  appartenant  au  système. 

i°.  Si  la  translation  avait  lieu  dans  une  direction  con- 
stante et  avec  une  vitesse  constante,  la  déviation  du  point 
du  système  serait  nulle,  et,  par  conséquent,  la  déviation 
dont  le  mouvement  absolu  du  mobile  serait  identique  à 
celle  du  mouvement  relatif. 

3°.  Si  le  mouvement  du  système  se  réduit  à  une  rotation 
autour  d'un  axe,  le  point  appartenant  au  système  décrit  un 
cercle  autour  de  cet  axe.  Si  l'on  suppose,  de  plus,  que  le 
mouvement  soit  uniforme,  la  déviation  de  ce  point  est  diri- 
gée vers  le  centre  de  ce  cercle,  et  n'est  autre  chose  que  la 
déviation  centripète. 

243.  Déviation  clans  le  mouvement  relatif.  —  On  dé- 
duit de  la  proposition  précédente  un  corollaire  très-impor- 
tant. Dans  tout  polygone  fermé,  un  côté  quelconque,  pou- 
vant être  regardé  comme  la  résultante  de  tous  les  autres,  il 
s'ensuit  que  dans  le  polygone  T'p.u'M'.  la  ligne  yy!  est  la 
résultante  des   trois  lignes  fxT',  T' M',  M'f/,   décrites  en 
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parlant  du  point  p..  Dans  ce  mouvement,  la  déviation  T'M! 
est  prise  dans  sa  véritable  direction  5  mais  la  déviation 
T1M1  ou  TV  est  en  sens  inverse,  et  la  direction  M 'p.'  est 
opposée  à  celle  que  cette  même  droite  avait  dans  le  cas  pré- 
cédent. D'où  résulte  ce  théorème  important  : 

Si  un  point  a  un  mouvement  absolu  clans  V espace  et,  que 
l'on  considère  son  mouvement  relatif  à  un  système  rigide 
qui  a  lui-même  un  mouvement  absolu;  c'est-à-dire  si  l'on 
considère  la  suite  des  positions  que  ce  point  occupe  dans 
ce  système,  à  chaque  instant,  et  qu'un  observateur  qui  croit 
le  système  immobile ,  regarde  comme  des  positions  abso- 
lues ;  la  déviation  du  mouvement  sur  cette  trajectoire  ap- 
jKircnte,  ou  relative,  est  la  résultante  de  trois  lignes  qui 
sont  :  i°  la  déviation  dans  le  mouvement  absolu;  i°  la  dé- 
viation, prise  en  sens  contraire ,  dans  le  mouvement  du 
point  coïncident  du  système;  3°  une  ligne  égale  au  produit 
du  carré  de  l  intervalle  de  temps  infiniment  petit  par  la 
vitesse  angulaire,  et  la  projection  de  la  vitesse  relative  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  V axe  instantané .  La  direction 
de.  cette  ligne  est  perpendiculaire  à  un  plan  mené  par  cet 
axe  et  la  vitesse  relative,  et  dans  le  sens  contraire  au 
mouvement  de  rotation.  En  d'autres  termes,  elle  est  celle 
de  l'axe  de  la  rotation  qui  amènerait  la  direction  de  la 
vitesse  relative  vers  celle  de  l'axe  instantané,  par  le  plus 
court  chemin. 

Démonstration  analytique  des  propositions  précédentes. 

2ii.  — Il  n'est  pas  inutile  de  voir  comment  le  calcul 
conduit  aux  propositions  que  nous  venons  d'établir. 

Considérons  trois  axes  rectangulaires  OX',  OY',  OZ'  fai- 
sant partie  du  système  rigide  en  mouvement,  et  soient  i  . 
r, .  £,  les  coordonnées  de  l'origine  O.  On  aura  ,  entre  les 
coordonnées  x  ,  1 '.   z'  du  point  mobile  par  rapport  à  ces 
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axes,  cl  scs  coordonnées  x,  y,  z,  par  rapport  à  des  axes 
fixes,  les  équations  connues 

x  —  £  -f-  ax'  -h  by'  -t-  cz', 
y  =  jj  H-  aV  -h  &y  -+-  c  V, 

on  trouve,  en  les  différentiant, 


rfx       rfE              da 

db          ,  de 

T"  = -7- +  *    -r  +  y 

-T  -+-  Z'    — 

dt        dt             dt        J 

rfr                r^ 

+  a h  b  -j-  +  c  — 

dt  dt  dt 


dy        du           ,  da'           .  db' 
-j-  =  —-\-x'  - — \-y'  -r--h  z 
dt        dt             dt             dt 

de' 
dt 

,dx'             dy'            dz' 
-ha'—-  -h  b'  -j--\-c'— -, 

dt               dt               dt 

dz        d  t           ,  da  "          ,  db  " 

—  =  — -t-x h  r h  z 

dt        dt              dt               dt 

de' 
dt 

dt                dt                dt 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  compo- 
santes de  la  vitesse  absolue  du  mobile,  parallèles  aux  axes 

\.  r,  z. 

Les  quatre  premiers  termes  des  seconds  membres  de  ces 

•  i  t      .  dx     dy     dz 

équations  sont  les  valeurs  que  prendraient  —  •>  -f  -y  si 

x',  y',  z'  étaient  constants;  ils  représentent  donc  les  com- 
posantes parallèles  à  X,  Y,  Z  de  la  vitesse  du  point  du 
système   qui  coïncide  avec  le  mobile,  à  l'instant  que  Ion 

dx'    d)'    dz' 
considère.  Si  maintenant  on  observe  que-—  ,  —  ,  —  sont 

1       dt       dt       dt 

les  composantes  parallèles  à  X',  Y',  Z'  de  la  blesse  rela- 
tive, ou  apparente,  du  mobile  dont  nous  représentons  les 
coordonnées  relatives  par  .r',  y\  z\  on  reconnaîtra  immé- 
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diatement  que  les  trois  derniers  termes  des  formules  (2)  re- 
présentent les  composantes  de  cette  vitesse  relative,  pa- 
rallèles aux  trois  axes  fixes  X,  Y,  Z.  On  retombe  ainsi  sur 
cette  proposition,  déjà  démontrée  géométriquement  : 

La  vitesse  dans  le  mouvement  composé  d'un  point  est 
la  résultante  de  la  vitesse  de  ce  point  par  rapport  au  sys- 
tème, et  de  la  vitesse  du  point  coïncident  du  système. 

D'où  l'on  conclut  encore  que 

La  vitesse  relative  du  point  est  la  résultante  de  sa  vi- 
tesse absolue,  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du 
point  coïncident  du  système . 

245.  Différentiant  de  nouveau  les  équations  (2),  nous 
obtenons 


/  d2x 
dt2 


d*%  ,d2a  ,d2b  ,d2c 


dt 


dt' 


dt! 


df 


+ 


'    d2x  ,  d'y'  d3z'\ 

a h  b  — —  -f-  c  - —  ) 

k    dt'  dt'-  dt2    ) 

(dx'  da        dy' 
dt    dt        dt 

d2y        (d2n           ,d2a' 
—   =      — -   -4-  .7?' 


(3! 


r/t- 


fdx'  da       dy'  db       dz'  dc\ 
\dt    dF        dt    dt        dt   dt)^ 

d2b'  ,dV> 

\dT>  ^~x'lF'Jrf~dF  +  zTt 

d-x'  d2r'  d2z' 

dt2  dt2  dt2 

dx'  da'      dy'  db'       dz'  de' 
dt  dt 


d2. 

d? 


d2Ç 
dF2 


dt    dt  dt    dt 

.  d"a" 


x 


dt2 


,  d2b"  ,  d'e" 

1  dtr~hz  dF 


d2x'        ,„d2y'         „d2z' 

%"  7T  +  è    7T  +  c   TT 
dt  '  dt 2  dt  - 

dx' da"    ,    dy' db"       dz'dc"\ 

dt    dt     ~r  dt    dt  dt   dt   ) 


Si  l'on  suppose  toutes  ces  expressions  multipliées  par  -5 
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les  premiers  membres  des  équations  (3)  seront  les  compo- 
santes de  la  déviation,  correspondante  à  l'intervalle  0,  dans 
le  mouvement  absolu  du  point,  estimées  parallèlement  aux 
axes  X,  \  ,  Z. 

Examinons  maintenant  les  trois  parties  dans  lesquelles 
nous  avons  décomposé  les  seconds  membres.  La  première 
exprime  dans  les  trois  équations  les  valeurs  que  prennent 

d.  '  tc     d  ^  v     cl  ^  z 

respectivement  -— '  "7*7"'  ~T~Ï  l°rscIuon  suppose  x',y',  z' 

constants;  c'est-à-dire  lorsqu'on  suppose  le  point  {xjz)  lié 
invariablement  au  système.  Ainsi ,  après  l'introduction  du 

facteur  -?  les  premières  parties  en  question  sont  les  compo- 
santes de  la  déviation  du  point  du  système  qui  coïncidait 
avec  le  mobile  :  les  secondes  parties  sont  les  composantes 
de  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif  du  point,  estimées 
de  même  parallèlement  aux  axes  X  ,  Y,  Z.  Il  ne  reste  donc 
pliu  qu'à  interpréter  les  dernières  parties,  et  à  reconnaître 
de  quelle  ligne  elles  sont  les  composantes  par  rapport  à 
X,  Y,  Z. 

Pour  cela  nous  chercherons  les  composantes  de  cette 
ligne  par  rapport  à  X',  Y',  Z' '$  ce  qui  se  fera  en  ajoutant 
les  projections  des  premières  composantes  sur  ces  nouveaux 
axes-,  on  obtient  ainsi,  en  négligeant  le  facteur  G2,  les  trois 
expressions  suivantes  : 

...  dz'  dy'  dx'  dz'  dr-  dx' 

M*       qdF-rdT'      rW-pd7"     PdT-^dT" 

et  il  suffit  de  déterminer  la  ligne  dont  elles  sont  les  projec- 
tions sur  X',  Y',  Z'. 

Mais,  d'après  les  formules  (4)  du  n"  !22(>,  on  voit  que,  si 
par  le  point  O  on  mène  deux  droites  01,  OY,  dont  les  com- 
posantes soient,  pour  la  première,  /;.  y,  r,  et  pour  la  se- 
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dx'      dr'     ih' 
coude,  —5  — -,   —■>  les  expressions  (4)  représentent  les 

projections  de  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  ces 
deux  lignes,  sur  les  plans  des  od \y' ',  z'  :  elles  sont  donc  pro- 
portionnelles aux  cosinus  des  angles  que  fait  avec  X',  Y',  Z' 
l'axe  de  cette  aire  ,  et  leurs  signes  se  rapportent  à  la  direc- 
tion de  1  axe  de  la  rotation  qui  amènerait  01  vers  OV  par- 
le plus  court  chemin. 

L'aire  de  ce  parallélogramme  peut  être  remplacée  par  le 
produit  de  ses  deux  côtés  adjacents  et  du  sinus  de  leur  an- 
gle :  de  sorte  que  la  ligne  dont  les  expressions  (4)  sont  les 
projections,  et  qui  est  dirigée  suivant  Taxe  de  rotation  qui 
vient  d'être  défini,  est  égale  à  ui'r  sin  ô*,  M  étant  la  vitesse 
angulaire ,  vr  la  vitesse  relative  du  mobile ,  et  o  l'angle  de  la 
direction  de  cette  vitesse  et  de  l'axe  instantané.  En  multi- 
pliant cette  valeur  par  6%  on  aura  la  troisième  composante 
de  la  déviation  dans  le  mouvement  absolu  du  mobile.  On 
obtient  de  cette  manière  l'expression  déjà  donnée 

ô2  w .  vr  sin  ê~. 

On  retombe  ainsi  sur  la  proposition  démontrée  n°  240, 
et  l'on  en  déduirait  semblablement  l'expression  de  la  dévia- 
tion dans  le  mouvement  relatif  du  point. 

Remarque.  —  Lorsque  le  mouvement  du  système  rigide 
est  connu,  c'est-à-dire  lorsque  £,/;,£,«,&,  c,  a',  b',  c', 
a",  b'\  c"  sont  des  fonctions  données  du  temps ,  il  est  facile 
de  voir  comment  on  peut  déduire  le  mouvement  relatif  d'un 
point,  de  la  connaissance  de  son  mouvement  absolu,  et  réci- 
proquement. En  effet,  si  l'on  connaît  X,y,  z  en  fonction 
de  £,  les  équations  (i)  donneront  x',  y' ,  z'  ;  et  réciproque- 
ment elles  donneront  ;r ,  y,  z  si  l'on  connaît  x\  y',  z'  en 
fonction  de  /. 
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Si    l'on  connaît  seulement   une  des  deux   trajectoires, 

absolue  ou  relative,  on  en  déduira  facilement  l'autre.  Si , 
par  exemple,  Ton  donne  deux  équations  entre  x,  y,  z 
seulement,  qui  déterminent  la  trajectoire  absolue  du  mo- 
bile, il  suffira  d'éliminer  x,  y,  s,  t  entre  ces  deux  équa- 
tions et  les  équations  (3),  et  l'on  aura  deux  équations 
entre  xf,  y',  z'  seulement,  qui  seront  celles  de  la  trajec- 
toire relative.  Il  en  serait  de  même  si  Ton  donnait  d'abord 
deux  équations  entre  x',  j',  z',  et  qu'on  demandât  celles 
de  la  trajectoire  absolue. 

Il  est  facile  de  généraliser  ces  considérations  en  substi- 
tuant à  un  point  un  système  rigide  dont  le  mouvement 
pourra  être  déterminé  par  trois  de  ses  points,  ou  de  toute 
autre  manière.  On  verra  facilement  que  son  mouvement 
relatif  peut  être  déduit  de  son  mouvement  absolu,  et  ré- 
ciproquement. jNous  nous  écarterions  de  notre  objet  en 
entrant  dans  plus  de  détails  à  cet  égard. 

Autre  manière  denvisar/er  le  mouvement  relatif. 

246.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  considéré  le  mou- 
\  ement  relatif  comme  un  des  mouvements  composants  d'un 
corps,  ou  d'un  point  matériel.  Nous  avons  cherché  com- 
ment les  données  de  ce  mouvement  pouvaient  servir  à 
déterminer ,  soit  la  vitesse  ,  soit  la  déviation  dans  le 
mouvement  absolu:  et  il  a  été  facile  de  déduire  de  là 
l'expression  de  ces  mêmes  quantités  dans  le  mouvement 
relatif. 

Mais  on  peut  aussi  se  proposer  directement  l'élude  du 
mouvement  relatif,  et  l'on  peut,  pour  cela,  procéder  de 
plusieurs  manières.  La  marche  que  nous  choisirons  est  celli 
dont  l'idée  générale  se   reproduit  identiquement  dans  les 
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questions  les  plus  diverses ,  et  qui  ramène  le  plus  natu- 
rellement à  la  considération  du  mouvement  absolu. 

Elle  consiste  à  laisser  s'effectuer  les  deux  mouvements, 
puis  à  lier  entre  eux  le  point  ou  le  corps  avec  le  système 
par  rapport  auquel  on  le  considère,  et  à  donner  à  leur  en- 
semble un  mouvement  qui  ramène  ce  dernier  à  sa  première 
position. 

De  cette  manière,  le  corps  aura  toujours  les  positions 
relatives  qu'il  doit  avoir  dans  le  système  en  question  qui  se 
trouvera  rendu  immobile.  Et  il  suffit  d'ajouter  un  mouve- 
ment de  plus  à  ceux  auxquels  le  corps  est  assujetti  ;  savoir, 
le  mouvement  d'ensemble  qui  ramène  constamment  le  sys- 
tème de  comparaison  dans  sa  première  position.  On  voit 
ainsi  qu'en  ajoutant  un  nouveau  mouvement  au  corps ,  et 
cherchant  le  mouvement  absolu  résultant,  ce  dernier  sera 
précisément  le  mouvement  relatif,  tel  qu  il  aura  lieu  dans 
le  système,  et  que  l'on  se  propose  d'étudier.  Toute  la  ques- 
tion consiste  donc  dans  la  détermination  précise  du  mouve- 
ment à  introduire,  puisquaprès  cela  on  rentre  dans  la 
considération  ordinaire  du  mouvement  absolu.  Telle  est  la 
méthode  depuis  longtemps  suivie,  et  que  nous  allons  appli- 
quer aux  deux  questions  principales  qui  se  rapportent  au 
mouvement  d'un  seul  point. 

247.  Vitesse  clans  le  mouvement  relatif.  —  Soient  M 
(Jig.  54)  nne  position  quelconque  du  mobile,  M'  celle 
qu'il  aura  après  un  temps  infiniment  petit,  Mt  celle  qu'oc- 
cupera après  ce  même  temps  le  point  du  système  qui  coïn- 
cidait avec  lui  en  M.  Joignons  ces  points  par  des  droites,  et 
formons  le  parallélogramme  MMtM'K.  Considérons  main- 
tenant le  point  M'  comme  lié  au  système,  et  ramenons  ce 
dernier  dans  sa  première  position.  Il  suffira  de  donner  à 
l'ensemble  un  mouvement  de  translation  qui  amène  Mt 
en  M  j  et  M'  en  K  -,  puis  un  mouvement  de  rotation  autour 
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de  M,  qui  ne  pourra  changer  la  nouvelle  position  du  poini 
M  que  d'une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre. 
puisque  Mlv  est  du  premier.  Nous  pourrons  donc  néglig 
eette  quantité  et  supposer  que  M'  reste  en  K.  Or,  les  direc- 
tions des  trois  droites  MK,  MM',  MM,  ont  pour  limites 
celles  des  tangentes  aux  trajectoires,  relative  et  absolue, 
du  mobile,  et  à  celle  du  point  coïncident  du  système,  et 
les  rapports  de  ces  trois  droites  ont  pour  limites  ceux  des 
vitesses  sur  ces  trajectoires.  D  où  Ton  conclut ,  comme  pré- 
cédemment, que  : 

La  vitesse  relative  est  la  résultante  de  la  vitesse  absolue, 
et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du  point  coïncident 
du  système. 

2-48.  Déviation  dans  le  mouvement  relatif.  —  La  quan- 
tité à  calculer  étant  du  second  ordre  infinitésimal,  nous  ne 
pourrons  plus  négliger,  comme  nous  venons  de  le  faire ,  le 
mouvement  de  rotation  qui  introduit  une  quantité  du 
second  ordre. 

Soient  M  (fig-  5")  la  position  du  mobile  à  un  instant 
quelconque,  M'  celle  qu'il  occupe  après  un  temps  infini- 
ment petit  9,  et  T'  celle  qu'occuperait  sur  la  tangente  à  la 
trajectoire  un  point  partant  de  M  en  même  temps  que  le 
mobile,  et  se  mouvant  uniformément  avec  la  vitesse  que 
celui-ci  a  en  M5  T'M'  sera  la  déviation  dans  le  mouve- 
ment absolu.  Soit  de  même  T,  M,  la  déviation  après  le 
temps  0,  dans  le  mouvement  du  point  du  système  qui  coïn- 
cidait avec  le  mobile  en  M.  Les  longueurs  MT',  MT,  pour- 
ront être  prises  pour  représenter  les  vitesses  en  M  sur  ces 
deux  trajectoires. 

Or,  pour  avoir  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif, 
il  faut  commencer  par  mener  en  M  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire relative,  supposer  un  point  qui  s'v  meuve  unifor- 
mément avec  la  vitesse  relative  pendant  le  temps  0,  tan- 
1.  rq 
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dis  qu'elle  est  entraînée  par  le  système  avec  lequel  elle 
est  fixement  liée,  puis  joindre  le  point  où  il  est  ainsi  par- 
venu avec  le  point  M' 5  cette  droite  sera,  en  grandeur  et 
en  direction  ,  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif. 

Cela  posé ,  considérons  le  point  My  comme  lié  au  système , 
et  ramenons  celui-ci  dans  sa  position  primitive;  la  dévia- 
tion relative  se  sera  transportée  dans  une  position  qu'il  est 
très-facile  de  déterminer. 

Donnons  d'abord  au  système  les  deux  mouvements  de 
translation  Mj  T4  et  Tt  M  qui  ramènent  le  point  Mt  h  sa 
première  position  M.  En  menant  M.' m*  égal  et  parallèle 
à  TjM,  m' jj.  égal  et  parallèle  à  MjTj  ,  on  aura  la  position 
de  M'  après  les  deux  translations. 

Lorsqu  ensuite  le  système  tournera  autour  de  l'axe  in- 
stantané passant  par  M  avec  la  vitesse  angulaire  00  pen- 
dant le  temps  9,  le  point  y.  décrira  un  arc  infiniment 
petit  f/.p/,  que  nous  déterminerons  tout  à  l'heure;  y.'  sera 
la  position  du  mobile  lorsque  le  système  sera  revenu  à  sa 
première  position. 

Dans  cette  situation,  la  tangente  à  la  trajectoire  relative 
sera  dans  la  direction  Mf',  et  la  longueur  même  Mt'  sera 
l'espace  parcouru  uniformément  avec  la  vitesse  relative, 
pendant  le  temps  0,  dans  lequel  les  longueurs  MT',  et  MTj 
égal  à  T' t ',  sont  parcourues  sur  les  tangentes  aux  deux 
autres  trajectoires  5  d'où  il  suit  que  la  déviation  relative 
sera  t'  u! . 

Mais  t' y.'  est  la  résultante  des  trois  lignes  t'  m'  ou  T'  M', 
m'  y.  ou  Mj  T,,  et  enfin  y.y.' .  La  première  est  la  déviation 
dans  le  mouvement  absolu-,  la  seconde,  la  déviation,  prise 
en  sens  contraire,  dans  le  mouvement  du  point  coïncident 
du  système. 

Quant  à  la  troisième  ligne  y.  u' décrite  par  le  point  u 
tournant  autour  de  Taxe  instantané  MT  ,  nous  commenci 
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roi:-,  par  remarquer  qu'elle  peut  être  remplacée  par  celle 
que  décrivait  le  point  /'.  qui  n'est  distant  de  y.  que  d'un 
infiniment  petit  du  second  ordre.  Sa  direction  est  dont 
perpendiculaire  au  plan  IM/  mené  par  l'axe  instantané  et 
la  vitesse  relative,  et  le  sens  que  l'on  doit  prendre  est  celui 
de  la  rotation  elle-même.  Sa  valeur  est  le  produit  de  l'angle 
de  rotation  w6  par  la  distance  de  /'  à  MI .  ou  par  le  produit 
de  Ma'  par  sin  IM/':  et  comme  Ma'  =  6ur,  vr  désignant  la 
vitesse  relative,  1  arc  y. u!  a  pour  valeur  B*(ùVr  sin  IMt',  en 
négligeant  les  quantités  infiniment  petites  d'ordre  plus 
élevé.  On  retombe  donc  sur  les  résultats  précédemment 
obtenus,  et  Ion  retrouve  la  décomposition  de  la  déviation 
relative,  telle  qu'elle  est  énoncée  dans  le  n°  243. 


19. 
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LIVRE   TROISIÈME 


DYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

Nous  allons  maintenant  considérer  le  mouvement  dans 
ses  rapports  avec  les  causes  qui  le  produisent,  et  que  nous 
avons  désignées  généralement  sous  le  nom  de  forces. 

249.  Inertie.  —  Quand  un  corps  parait  passer  du  repos 
au  mouvement,  c'est-à-dire  lorsqu'il  se  déplace  par  rapport 
aux  objets  qui  semblent  immobiles  à  la  surface  de  la  terre , 
on  reconnaît  le  plus  ordinairement  une  cause  extérieure 
qui  a  agi  sur  lui  en  ce  moment  5  ou  encore  une  cause  qui 
agissait  déjà  sur  lui  pendant  le  repos  ,  mais  dont  l'action 
était  détruite  par  un  obstacle  qui  a  cessé  d'exister  à  l'instant 
où  l'on  a  vu  le  mouvement  commencer  ;  et  il  est  naturel 
d'étendre  ce  fait  au  cas  où  le  corps  partirait  du  repos  absolu. 
Cela  posé,  on  est  porté  à  admettre  que,  si  un  corps  se  met 
en  mouvement  sans  qu'on  en  aperçoive  aucune  cause  hors 
de  lui,  cette  cause  n'en  existe  pas  moins,  mais  seulement 
que  les  moyens  nous  manquent  pour  reconnaître  son  exis- 
tence. 

De  plus,  l'expérience  montre  constamment  qu'à  mesure 
que  les  actions  extérieures  diminuent,  le  mouvement  des 
corps  tend,  de  plus  en  plus,  à  devenir  rectiligne  et  uni- 
forme 5  d'où  l'on  conclut  que  telle  serait  rigoureusement  la 
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mie  du  mouvement  si  toutes  les  actions  ou  résistances 
ii  existaient  pas. 

C  est  de  l'ensemble  de  tous  ces  faits  que  l'on  a  déduit 
Je  principe  de  l'inertie  de  la  matière,  qui  a  été  confirmé 
«•ans  aucune  exception ,  par  l'accord  des  conséquences  qu'on 
en  a  tirées  avec  les  faits  résultant  d  expériences  directes.  Il 
peut  être  énoncé  de  la  manière  suivante: 

Tout  point  matériel  en  repos  y  reste  tant  qu'il  ne  sui- 
nt aucune  action  extérieure  ou  force  ;  et  s'il  se  meut  sans 
qu'aucune  force  lui  soit  appliquée,  son  mouvement  sera 
rectiligne  et  uniforme. 

.Mais  il  ne  faut  pas  entendre  par  là  qu'un  corps  n'entre 
pour  rien  dans  la  production  des  forces  qui  peuvent  agir 
sur  lui.  L'ensemble  des  phénomènes  naturels  montre  ,  au 
contraire,  que  ces  forces  naissent  toujours  de  l'action  mu- 
tuelle de  ce  corps  et  d'autres  corps.  L'inertie  consiste  donc 
en  ce  qu  un  point  matériel  ne  peut  changer  de  lui-même 
son  état  de  repos  ou  de  mouvement  rectiligne  uniforme,  et 
qu'il  faut  toujours  pour  cela  l'existence  et  l'action  d'autres 
points  matériels. 

250.  jNous  allons  maintenant  faire  connaître  un  prin- 
cipe général  auquel  on  a  été  conduit  par  une  foule  d'obser- 
vations et  d'expériences  ,  et  qui  est  vérifié  par  l'accord 
constant  entre  les  résultats  auxquels  conduit  son  admission, 
et  l'observation  directe  des  phénomènes.  Il  consiste  en  ce 
que  : 

^S/  ton*  les  points  d'un  sj  sterne  ont  ries  vitesses  constan- 
tes et  égales ,  et  se  meuvent  suivant  des  directions  paral- 
lèles, et  que  l'un  d'eux  vienne  à  être  sollicité  par  une  cer- 
taine force^  son  mouvement  relativement  aux  autres  sera 
le  même  que  si  le  mouvement  commun  au  sj  stème  n'avait 
point  existé,  et  (pie  le  point  en  question  eût  été  sollicité  par 
la  même  force,  agissant  dans  la  même  direction. 

On  aperçoit  facilement  par  quel  genre  d'expériences  on 
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pourrait  reconnaître  la  vérité  de  ce  principe  si  la  terre  était 
immobile.  On  donnerait  un  mouvement  uniforme  commun 
à  un  système  de  points  mobiles  les  uns  par  rapport  aux 
autres  ,  on  appliquerait  à  l'un  d'eux  une  force  dont  on 
ferait  varier  la  direction  et  l'intensité,  et  l'on  observerait  le 
mouvement  relatif  de  ce  point.  On  répéterait  les  mêmes 
expériences  en  changeant  le  mouvement  uniforme  commun, 
et  l'on  reconnaîtrait  que  le  mouvement  relatif  est  tout  à 
fait  indépendant  du  mouvement  uniforme  commun,  et  le 
même  que  si  ce  dernier  n'existait  pas. 

Ces  expériences  ont  été  faites,  mais  on  ne  saurait  en  con- 
clure le  principe  en  question ,  parce  que  la  terre  étant  en 
mouvement,  le  système  auquel  on  donnerait  un  mouvement 
uniforme  par  rapport  aux  objets  qui  restent  fixes  à  la  sur- 
face de  la  terre,  n'aurait  réellement  un  mouvement  uni- 
forme commun  dans  l'espace,  que  si  ces  objets  eux-mêmes 
étaient  animés  d'un  mouvement  uniforme  commun.  Or, 
on  sait  qu'il  en  est  autrement,  et  que  les  points  qui  occu- 
pent toujours  une  même  position  à  la  surface  de  la  terre 
changent  continuellement  de  vitesse  pendant  le  cours  de 
l'année.  Cependant  les  mêmes  faits  se  reproduisant  tou- 
jours, quelle  que  soit  cette  vitesse,  l'analogie  conduit  à  ad- 
mettre qu'il  en  serait  encore  ainsi  si  elle  était  nulle,  et  l'on 
obtient  alors  le  principe  général  que  nous  avons  énoncé.  A 
la  vérité  ,  on  ne  peut  pas  dire  qu'il  soit  rigoureusement  éta- 
bli par  l'expérience,  il  résulte  d'expériences  et  d'induc- 
tions 5  mais  il  se  présente  avec  assez  de  probabilité  pour 
servir  de  base  à  une  théorie.  Si  l'on  trouve  que  les  indica- 
tions "de  cette  théorie  sont  toujours  d'accord  avec  l'expé- 
rience ,  cela  lui  donnera  une  probabilité  de  plus  en  plus 
grande  ,  et  qui  équivaudra  pour  nous  à  la  certitude.  Nous 
en  dirons  autant  des  autres  principes  auxquels  nous  serons 
conduits  par  des  expériences  répétées .  dont  nous  étendrons 
et  généraliserons  les  résultats. 
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"2h\.  Mouvement  produit  par  une  force  constante.  — 
<  )m  entend  par  force  constante  celle  qui  exerce  la  même 
action  sur  le  corps  auquel  elle  est  appliquée  ,  quel  que  soit 
le  mouvement  de  ce  corps.  Cela  posé  ,  considérons  un  point 
matériel  avant  d'abord  un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme. Si  on  lui  applique  une  force  constante  dans  le  sens 
de  son  mouvement,  sa  vitesse  augmentera  de  quantités 
égales  dans  des  temps  égaux  quelconques,  puisque,  d'après 
le  principe  précédent,  l'accroissement  de  vitesse  est  indé- 
pendant de  la  vitesse  précédemment  acquise.  x\insi ,  le 
mouvement  rectiligne  d'un  point  sollicité  par  une  force 
constante,  et  parlant  avec  une  vitesse  initiale  quelconque, 
est  tel,  que  la  vitesse  croît  de  quantités  proportionnelles  au 
temps.  On  voit  de  la  même  manière  que  si  la  force  était  en 
sens  contraire  du  mouvement  initial,  la  vitesse  diminue- 
rait proportionnellement  au  temps;  et  à  partir  de  l'instant 
où  elle  serait  annulée,  le  mouvement  changerait  de  sens, 
et  la  variation  de  la  vitesse  serait  toujours  la  même  qu'au- 
paravant, dans  des  temps  égaux. 

I  ne  force  constante  produit  donc  le  mouvement  que  nous 
avons  nommé  uniformément  varié  (n°  190).  En  désignant 
par  v  la  vitesse,  positive  ou  négative,  du  point,  pour  une 
valeur  quelconque  du  temps  t\  par  b  la  vitesse  initiale, 
c'est-à-dire  correspondante  à  t  =  o  -,  enfin  par  a  l'accé- 
lération positive  ou  négative,  produite  par  l'action  de  la 
force  sur  le  point  matériel,  on  aura,  comme  dans  le  nu- 
méro qui  vient  d'être  cité, 
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c  désignant  la  valeur  initiale  de   >\  ei   déterminant,  pai 
conséquent,  la  position  initiale  «lu  mobile. 
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!2,">2.  Si  la  force,  au  lieu  d'être  constante,  augmentait  ou 

diminuait  dune  manière  continue,. on  pourrait  regarder 
comme  évident  que  la  vitesse  ne  croîtrait  plus  de  quantités 
•  cales  dans  des  temps  égaux,  comme  dans  le  cas  où  la  force 
était  toujours  la  même.  On  conçoit  au  reste  combien  il  a 
été  facile  de  vérifier  par  l'expérience  celte  induction  si  na- 
turelle. Et  nous  en  déduisons  cette  conséquence  immédiate, 
que  : 

Si  un  plan  matériel  est  animé  d'un  mouvement  unifor- 
mément varié ,  il  est  nécessairement  sollicité  par  une  force 
constante. 

Remarques.  —  La  considération  du  temps  est  nécessaire 
dans  la  production  de  tout  mouvement,  parce  qu'il  faut 
toujours  un  temps  fini  pour  que  l'action  d'une  force  fasse 
acquérir  à  un  corps  une  vitesse  finie.  Quelquefois  on  a  dis- 
tingué deux  espèces  de  forces  :  les  unes  ,  que  l'on  nommait 
instantanées,  produisaient  des  vitesses  finies,  sans  que  leur 
action  s'exerçât  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
si  petit  qu'on  pût  le  supposer;  les  autres,  que  l'on  nommait 
accélératrices ,  avaient  besoin  d'agir  pendant  un  temps  fini 
pour  produire  une  vitesse  finie.  Mais,  comme  toutes  les 
actions  sont  continues  dans  la  nature,  et  que  les  forces 
instantanées  n'ont  aucune  existence  réelle,  les  géomètres 
s'accordent  généralement  à  ne  plus  les  admettre  dans  la 
science.  Il  n'en  sera  jamais  question  dans  ce  cours,  et  nous 
ne  considérerons  que  les  forces  continues,  c'est-à-dire  qui 
ne  produisent  une  vitesse  finie  que  quand  leur  action  s'est 
exercée  sans  discontinuité  pendant  un  temps  fini. 

2o3.  Si  deux  points  ayant  des  masses  égales  partent 
du  repos  et  sont  sollicités  par  des  forces  égales  et  parallèles, 
ils  prendront  un  mouvement  identique,  et  par  conséquent, 
on  ne  changera  rien  à  leur  état,  en  supposant  qu'ils  soient 
liés  invariablement  l'un  à  l'autre,  et  que  leur  système  soit 
sollicité  par  la  force  double  qui  est  la  résultante  des  deux 
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attires,  n  par  conséquent ,  appliquée  au  centre  de  gravité 

des  deux  points.  Il  en  sciait  de  mémo  pour  un  nombre 
quelconque  d<-  points,  de  sorte  que  si  deux  masses  sont 
dans  le  rapport  de  m  a  n ,  et  quelles  soient  sollicitées  par 
des  forces  dans  le  même  rapport,  appliquées  a  leurs  cen- 
tres de  gravité  respectifs,  elles  prendront  des  mouvements 
Identiques,  et  tous  leurs  points  décriront  des  droites  paral- 
lèles. 

-  Si  l'une  des  masses  était  sollicitée  par  une  force  moindre 
ou  plus  grande  que  colle  qui  résulte  de  cette  proportion, 
elle  aurait  évidemment  un  mouvement  différent  de  l'autre. 
D'où  résulte  cette  réciproque,  que  si  deux  masses  inégales 
ont  un  même  mouvement  ,  les  forces  qui  leur  sont  appli- 
quées sont  proportionnelles  à  ces  masses. 

254.   application   de  en   qui  précède  à    la  pesanteur. 

—  L'expérience  a  appris  que  tous  les  corps,  abandonnés 
dans  le  vide  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  prennent  des 
mouvements  identiques,  quelles  que  soient  leur  grandeur, 
leur  espèce  et  par  conséquent  leur  masse.  On  doit  conclure 
de  là  que  les  forces  respectives  auxquelles  tous  les  corps 
sont  soumis,  pendant  leur  mouvement,  par  l'action  de  la 
pesanteur,  ou  les  poids  de  ces  corps,  sont  proportionnelles 
aux  masses  de  ces  corps. 

i.  expérience  a  encore  fait  connaître  les  deux  faits  sui- 
vants, dont  l'un  est  une  conséquence  de  l'autre;  savoir, 
que  les  espaces  parcourus  par  un  corps  qui  part  du  repos 
et  abandonné  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  sont  pro- 
portionnels aux  carrés  des  temps;  et  que  les  vitesses  acqui- 
ses sont  proportionnelles  aux  temps.  De  l'un  ou  de  l'autre 
<!r  ces  faits,  on  conclut,  d'après  la  discussion  précédente. 
que  la  force  «à  laquelle  ce  corps  est  soumis  est  constamment 
la  même  pendant  tous  le  cours  de  son  mouvement. 

On  peut  reconnaître  encore  que  soa  intensité  esl  la 
même  que  lorsque  le  corps esl  en  repo*,  Fn  eflel  .  au  moyen 
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d  un  appareil  semblable  à  celui  de  la  machine  d'Alvvood. 
on  peut  communiquer  à  un  corps  un  mouvement  vertical 
uniforme.  Dans  ce  cas,  la  force  produite  par  la  pesanteur 
est  détruite,  et  l'on  peut  en  avoir  la  mesure  exacte  par  la 
tension  d'un  ressort  auquel  serait  suspendu  le  corps  et  qui 
participerait  au  mouvement  vertical.  Or,  l'expérience 
prouve  que  cette  tension  est  la  même  que  lorsque  le  système 
est  en  repos;  d'où  il  suit  que  le  poids  d'un  corps  est  le 
même  dans  l'état  de  repos  et  dans  l'état  de  mouvement. 

Les  masses  des  corps  étant  donc  proportionnelles  à  leurs 
poids  dans  l'état  de  repos ,  les  instruments  qui  servent  à 
mesurer  ces  poids  serviront  à  déterminer  les  rapports  des 
masses,  et  l'on  pourra  représenter  ces  dernières  quantités 
par  des  nombres,  en  prenant  pour  unité  la  masse  d'un  vo- 
lume déterminé  d'une  substance  choisie  arbitrairement,  et 
prise  à  une  température  déterminée.  Avant  les  expériences 
de  Galilée  sur  la  chute  des  corps,  on  ne  pouvait  savoir  que 
les  masses  étaient  proportionnelles  aux  poids  5  et  il  en  serait 
tout  autrement  si  la  pesanteur  était,  par  exemple,  une  force 
du  genre  des  attractions  magnétiques  qui  ne  s'exercent  pas 
sur  toutes  les  substances,  et  même  qui  s'exercent  inégale- 
ment sur  celles  qui  sont  soumises  à  leur  influence. 

2oo.  La  vitesse  acquise  par  les  corps  pesants  tombant 
librement  dans  le  vide,  pendant  un  temps  donné,  dépend 
du  lieu  où  se  fait  la  chute  5  elle  subit  de  petites  variations 
suivant  la  latitude  et  l'élévation  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer.  Nous  ne  nous  proposons  pas  ici  d'eu  faire  connaître 
les  lois,  et  nous  nous  bornerons  à  donner  la  valeur  de  la 
vitesse  acquise  par  un  corps  qui  tomberait  pendant  l'unité 
de  temps,  dans  le  vide,  à  l'Observatoire  de  Paris. 

Pour  déterminer  d'abord  l'unité  de  temps,  nous  suppo- 
serons le  jour  moyen  partagé  en  i\  heures,  l'heure  en  60 
minutes,  la  minute  en  60  secondes;  et  nous  prendrons  pour 
i'iiiié  la  seconde,  ou  la  86  j'oo'  partie  du  jour  moyen. 
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Le  jour  sidéral ,  ou  la  durée  de  la  rotation  de  la  terre  sur 
elle-même,  est  plus  court  mie  le  jour  solaire  à  cause  du 
mouvement  propre  du  soleil;  il  n'est  que  de  86164,09  se- 
condes. Cela  posé,  si  nous  désignons  par  g  la  vitesse  acquise 
pendant  une  seconde  par  un  corps  tombant  dans  le  vide,  à 
rObservatoire  de  Paris,  nous  aurons,  d'après  des  expé- 
riences précises  dont  nous  parlerons  plus  tard, 

g- =  9»,  80896, 

le  mètre  étant  l'unité  de  longueur. 

2o(5.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  mouvement 
uniformément  varié ,  nous  aurons  dans  le  cas  d'un  corps  qui 
tombe  verticalement  dans  le  vide,  en  supposant  la  vitesse 
initiale  nulle,  prenant  l'origine  des  x  au  point  de  départ, 
et  les  x  positifs  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 


g* 

—  oh       •*■   —     2 


et  j  par  suite 


c-  —  2gx,   ■  ou     c  =  sj  igx. 
(  lette  dernière  expression  s'appelle  communément  \sivitesse 

dueà  la  hauteur  .<  .  ci  réciproquement,  /  ou  —  s  appelle 

la  hauteur  duc  à  la.  "vitesse  v. 

Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec 
une  vitesse  a,  on  aura,  en  prenant  l'origine  des  a:  au  point 
'!<•  dépari  .  et  les  x  positifs  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur. 

,./        _     __  *£_, 

g  ,      .?.  _  a  ^  • 

La  vitesse  deviendra  nulle  pour  /  =  -  -  d'où  x  =  —  Le 

ë  2S 

mobile  monte  doue  pendant  an  temps  égal    à  celui  qu'il 

mettrai)       acquérir  la   vitesse  initiale  a -,  cl  l'espace  qu'il 
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parcourt  en  s' élevant  est  égal  à  celui  qu'il  parcourrait  en 

descendant  pendant  le  môme  temps   sans  vitesse  initiale. 

Le  mobile  après  le  temps  -  redescend,  puisque  l'expres- 

§ 
siondela  vitesse  change  de  signe  5  et  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  il  doit  se  trouver  au  point  de  départ  avec  une 
vitesse  égale  à  —  «,  après  un  nouvel  intervalle  de  temps 

égala  --Et,  en  effet,    les    formules    précédentes,    pour 

in      , 
t  —  — 1  donnent 


Proportionnalité  de   la  vitesse  à  la  force. 

257.  Ce  principe  fondamental  delà  dynamique  consiste 
en  ce  que  deux  forces  constantes  quelconques  qui  sollicitent 
des  masses  égales  pendant  un  même  temps ,  leur  font  ac- 
quérir des  vitesses  qui  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport 
que  les  deux  forces. 

Beaucoup  de  géomètres  ont  admis  ce  principe  comme 
une  hypothèse,  et  ils  vérifiaient  son  exactitude  par  l'accord 
entre  les  résultats  des  théories  fondées  sur  elle,  et  des  ex- 
périences ou  des  observations  directes. 

Mais,  comme  il  est  une  des  bases  principales  de  la  dyna- 
mique ,  nous  croyons  devoir  montrer  comment  on  peut  en 
reconnaître  l'exactitude  par  des  expériences  de  différente 
nature,  et  que  Ion  peut  faire  pour  autant  de  valeurs  diffé- 
rentes que  l'on  voudra  de  la  force  accélératrice  constante, 
ce  qui  n'empêchera  pas  d'ailleurs  de  faire  par  la  suite  les 
vérifications  dont  on  se  contentait  ordinairement. 

Rappelons-nous  d'abord  le  principe  admis  précédem- 
ment, que  le  mouvement  rectiligne  et  uniforme  commun  à 
un  système  de  points  n'influe  pas  sur  le  mouvement  relatif 
produit  par  une  force  particulière  qui  agit  sur  1  un  d'eux. 
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ÎNous  pourrons,  d'après  cela,  en  regardant  les  points  sou- 
mis aux  expériences  comme  ayant  une  vitesse  commune 
constante  en  grandeur  et  en  direction  ,  supposer  la  terre 
immobile  quand  il  s'agira  d'étudier  les  mouvements  absolus 
que  produiraient  diverses  forces  sur  des  corps  situés  à  sa 
surface;  car  le  mouvement  relatif  que  l'on  observera  ne 
différera  pas  du  mouvement  absolu  qui  serait  produit  par 
ces  mêmes  forces  agissant  seules  sur  les  mêmes  corps  par- 
tant de  l'état  de  repos. 

Pour  étudier  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  mouve- 
ment d'une  même  masse,  sollicitée  successivement  par 
diverses  forces  constantes,  et  partant  toujours  de  l'état  de 
repos,  on  peut  faire  usage  d'appareils  analogues  à  la  ma- 
chine d'Atwood,  et  qui  donnent  le  moyen  de  faire  varier 
d'une  infinité  de  manières  la  force  appliquée  à  une  même 
masse,  et  de  mesurer  avec  une  grande  précision  la  vi- 
tesse acquise  après  l'unité  de  temps.  Il  sera  facile  alors  de 
déterminer  la  loi  suivant  laquelle  cette  vitesse  varie  avec  la 
force  qui  la  produit. 

Désignons  par  M  la  masse  de  l'un  quelconque  des  poids 
égaux,  primitivement  en  équilibre  sur  la  machine,  et  par 
m  la  masse  du  poids  additionnel  /;.  Tous  les  points  du  sys- 
tème ayant  le  même  mouvement,  des  masses  égales  sont 
sollicitées  par  des  forces  égales;  ainsi  une  masse  égale  à 
m  ne  sera  plus  sollicitée  par  !a  force  /;,  mais  par  la  force 

m  u  .,  i    •  •     i 

v  —ri 1  ou  —  :  et   Ion    peut  choisir  le  rapport 

r  2M  +  m  INI  r  l  l 

i  4-  2  — 

m 

M    i  • >  i  u.    .    , 

—  de  manière  que  Ja  masse  m  soit  sollicitée  par  une  force 

ayanl  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et/?.  Or,  en 
déterminant  les  vitesses  acquises  dans  chaque  cas  après 
une  seconde,  comme  on  peut  le  faire  par  des  procédés  très- 
précis  que  nous  ne  pouvons  détailler  ici,  on   les  trouvera 
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dans  le  même  rapport  que  les  forées,  avec  d'autant  plus 
d'approximation  que  Ton  aura  plus  diminué  les  résistances 
étrangères . 

On  peut  même  s'assurer  que  la  force  appliquée  à  la 
masse  2  M  est  constante  pendant  le  mouvement.  11  suffira 
de  suspendre  le  poids  additionnel  au  moyen  d'un  ressort 
qui  en  fasse  partie,  ou  qui  soit  compris  dans  l'une  des 
masses  en  équilibre.  On  reconnaîtra  qu'il  est  toujours  éga- 
lement tendu  pendant  le  mouvement ,  et  que  par  conséquent 
la  force  avec  laquelle  la  masse  2  M  est  tirée  est  constante. 
Sa  valeur  indiquée  par  l'allongement  du  ressort,  étant  di- 

2  M 

visée  par   — 1  donnera  la  force  appliquée  à  la  masse   m  , 

et  devra  coïncider  avec  celle  que  nous  avions  déjà  trouvée, 

P 

savoir —  • 

M 

1  +  2  - 
m 

!2o8.  On  pourrait  encore  diminuer  la  pesanteur  dans 
un  rapport  connu  arbitraire,  en  faisant  descendre  un  corps 
sur  un  plan  incliné.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  a  l'angle 
de  la  verticale  avec  ce  plan ,  le  poids  du  corps ,  au  lieu  d'être 
p,  sera  p  cos  a,  et  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  depuis 
o  jusqu'à  p.  On  pourra  encore  déterminer  la  vitesse  acquise 
après  une  seconde,  et  l'on  trouvera  ces  vitesses  propor- 
tionnelles aux  forces ,  ou  du  moins  cette  loi  se  rapprochera 
d'autant  plus  de  l'exactitude,  que  l'on  aura  diminué  davan- 
tage les  frottements  et  résistances  de  toute  espèce. 

\ous  regarderons  maintenant  ce  principe  comme  dé- 
montré ,  ainsi  que  les  précédents  ,  et  l'objet  de  la  mécanique 
rationnelle  sera  de  déduire  de  ces  premières  données,  tirées 
de  l'observation  de  la  nature ,  toutes  les  lois  du  mouvement 
dans  les  circonstances  les  plus  compliquées.  La  conformité 
que  l'on  trouvera  constamment  entre  les  résultats  de  l'obser- 
vation directe  des  phénomènes  et  ceux  que  le  calcul  annonce 
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en  admettant  ces  principes,  constituera  une  vérification  qui 

ne  laissera  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 

Comparaison  des  forces  qui  agissent  sur  des  ma 
quelconques. 

2o9.  Si  l'on  applique  une  force  constante  p  à  un  corps 
ayant  une  masse  m,  chaque  unité  de  masse  est   sollicitée 

par  la  force  — «  Si  l'on  conçoit  une  seconde  force  constante 
r  m 

p'  appliquée  à  une  masse  m' ,  l'unité  de  masse  de  ce  nouveau 

corps  est  sollicitée  par  la  force  — ■• 

Les  mouvements  de  ces  deux  corps  étant  évidemment  les 
mêmes  que  ceux  de  chacune  de  leurs  parties,  et  les  vitesses 
acquises  au  bout  du  même  temps  par  des  masses  égales  étant 
proportionnelles  aux  forces  qui  les  produisent ,  si  on  dési- 
gne ces  vitesses  par  ^,  v\  on  aura 

.  j  ..  P  .  P'  .    ,  ..        .     ,  . 

v  .  v    . .  —  .  —  5      ou     p  .  i)    . .  mv  ;  m  v  . 

m      m 

D'où  il  résulte  que  deux  forces  constantes  sont  entre 
elles  comme  les  produits  des  masses  auxquelles  elles  sont 
appliquées,  par  les   vitesses   qu  elles  leur  font  acquérir 
dans  le  même   temps.    La  proportion  précédente  peut   si 
mettre  sous  la  forme 

p  m      v 

'  —        f'    ~r' 

p         m      v 

Si  donc  on  prend  pour  unités  de  leurs  espèces  respei  tivea 
]c^  quantités  désignées  par//,  ///',  r'.  on  aura 

P  =  mv. 
Ainsi  les  forces  seront  mesurées  par  le  produit  de  la 
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masse  du  corps  auquel  elles  son!  appliquées  par  la  vùcs.se 
quelles  lui  font  acquérir  pendant  V  unité  de  temps;  en 
entendant  que  l'on  a  pris  pour  unité  de  force  celle  qui 
fait  acquérir  à  l'unité  de  niasse,  dans  l'unité  de  temps  ,  une 
vitesse  égale  à  l'unité  de  longueur. 

260.  Si  l'on  voulait  comparer  les  intensités  de  deux 
forces  p,  //,  qui  dans  des  temps  différents  /,  t'  auraient 
fait  acquérir  des  vitesses  v,  v'  aux  masses  ///,  ///,  il  faudrait 
ramener  les  temps  à  être  égaux,  par  exemple  a  l'unité, 
avant   d'y    appliquer    la    proposition    précédente.    Or,  la 

masse  ni  aurait  acquis  la  vitesse  -  dans   le   temps  A,   et   la 

masse  ni  ,  la  vitesse  -;  on  aura,  par  conséquent, 

mv    m' v' 

p'.p  ■-T-—  5 

et  si  l'on  suppose  que  p',  m',  \>\  t'  soient  tous  égaux  à 
l'unité,  on  aura 

mv 

P==T' 

l'unité  de  force  étant  la  même  que  dans  le  cas  précédent. 

201 .  On  est  convenu  d'appeler  quantité  de  mouvement 
d'un  corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse.  On  peut 
donc  dire  qu'une  force  constante  quelconque  est  mesurée 
par  la  quantité  de  mouvement  qu'elle  produit  dans  l'unité 
de  temps. 

262.  Unités  de  force  et  de  masse.  —  Jusqu'ici  nous 
n'avons  fixé  que  les  unités  de  longueur  et  de  temps,  qui 
sont  respectivement  le  mètre  et  la  seconde.  INous  avons 
laissé  indéterminées  celles  qui  se  rapportent  aux  forces  et 
aux  masses  \  seulement  nous  les  avons  liées  parla  condition 
que  l'unité  de  force  appliquée  à  l'unité  de  masse  pendant 
1  Unité  de  temps  lui  fit  acquérir  une  vitesse  égale  à  l'unité. 
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Nous  conviendrons  maintenant  de  prendre  pour  unité  de 
force  le  kilogramme,  c'est-à-dire  le  poids  d'un  décimètre-cube 
d'eau  distillée  prise  à  la  température  du  maximum  de  den- 
sité, et  considéré  à  1  Observatoire  de  Paris.  \  oyons  ce  que 
sera,  d'après  cela,  limité  de  masse,  c'est-à-dire  la  masse 
qui .  sollicitée  pendant  une  seconde  par  une  force  constante 
égale  au  poids  de  i  kilogramme,  acquerrait  une  vitesse  de 
i  mètre  par  seconde. 

Or,  la  masse  de  i  décimètre  cube  d'eau  sollicitée  par  une 
force  égale  à  i  kilogramme,  c'est-à-dire  par  son  poids  à 
l'Observatoire ,  acquiert  la  vitesse  g  dans  une  seconde  ;  donc 
la  masse  d'un  nombre  g  de  décimètres  cubes  d'eau,  solli- 
citée par  la  même  force  de  t  kilogramme,  acquerrait  une 
vitesse  égale  à  l'unité  :  elle  est  donc  l'unité  de  masse. 

Ainsi,  en  prenant  la  seconde  pour  unité  de  temps,  le 
mètre  pour  unité  de  longueur,  et  le  kilogramme  pour  unité 
de  force,  la  masse  prise  pour  unité  doit  être  celle  de 
9,80896  décimètres  cubes  d'eau  distillée  prise  à  la  tempé- 
rature de  4  degrés. 

Les  masses  pourront  toujours  être  remplacées  par  des 
poids  ;  ce  qui  est  plus  commode,  puisque  ce  sont  les  poids 
qui  se  mesurent  immédiatement  avec  les  instruments.  On 
observera  pour  cela  que  si  P  désigne  le  poids  du  corps 
dont  la  masse  est  m,  on  aura  P  =  /7*g,  puisque  g  unités 
de  force  expriment  le  poids  de  l'unité  de  masse;  on  en  tire 

P 

m  =  —  5  mais  il  ne  faudra  pas  oublier  que  tout  se  rapporte 

au  système  d  unités  que  nous  venons  d'établir. 

263.  Densité.  Poids  spécifique.  —  On  appelle  densité 
d'une  substance  homogène  la  masse  qu'elle  renferme  sous 
1  unité  de  volume  ;  et  poids  spécifique  le  poids  de  cette  masse 
dont  le  volume  est  l'unité.  Il  résulte  de  là,  que  si  l'on 
désigne  par  I)  la  densité  d'une  substance,  son  poids  spéci- 
fique sera  Dg:  et  si  1  on  considère  une  portion  de  cette 
1.  ?.o 
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substance  dont  le  volume  soit  désigné  par  \ ,  la  masse  par  M, 
et  le  poids  par  P,  on  aura 

M=rVD,     P  =  \Dg. 

On  voit  par  là  que  si  l'on  formait  la  Table  des  densités  et 
celle  des  poids  spécifiques  d'une  série  de  substances  homo- 
gènes ,  les  nombres  de  la  seconde  ne  différeraient  de  leurs 
correspondants  de  la  première  que  par  le  facteur  con- 
stant g. 

Le  plus  ordinairement,  clans  ces  Tables,  on  prend  pour 
terme  de  comparaison  l'eau  distillée,  prise  à  la  température 
du  maximum  de  densité;  et  l'on  représente  par  l'unité,  dans 
l'une  la  densité,  dans  l'autre  le  poids  spécifique  de  l'eau. 
Dans  cette  supposition,  les  deux  Tables  seraient  composées 
des  mêmes  nombres ,  et  on  se  borne  à  l'une  des  deux  dans 
tous  les  ouvrages  de  physique.  On  peut  l'appeler,  indiffé- 
remment, Table  des  densités  ou  Table  des  poids  spéci- 
fiques. Mais  il  faut  bien  se  souvenir  que  les  poids  spéci- 
fiques des  substances,  tels  qu'ils  doivent  être  substitués  dans 
les  formules  de  la  mécanique,  s'obtiennent  en  multipliant 
les  nombres  donnés  par  la  Table,  par  le  poids  spécifique 
de  1  eau  qui  est  iooo,  puisque  le  mètre  cube  est  l'unité  de 
volume,  et  le  kilogramme  l'unité  de  force.  Et  de  même, 
pour  avoir  les  densités  de  ces  substances,  il  faudra  multi- 
plier les  nombres  correspondants  de  la  Table  par 


iooo 


Égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  dans  le  mouvement. 
Force  d'inertie. 

264.  Considérons  un  point  matériel  soumis  à  l'action 
dune  force  constante,  qui  lui  fait  parcourir  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  On  peut 
remplacer  cette  force,  quelle  qu'elle  soit,  par  un  corps  qui 
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pousserait  ou  tirerait  le  point,  de  manière  à  lui  faire  suivre 
le  môme  mouvement  5  auquel  cas  la  force  produite  par  sa 
liaison  au  corps  serait  la  même  que  la  première.  Or,  si  l'on 
réalise  cet  état  de  choses  en  poussant  ou  en  tirant  un  corps 
quelconque  au  moyen  d'un  ressort  dont  on  puisse  négliger 
la  masse,  on  reconnaîtra  qu'il  arrive  toujours  à  un  état 
permanent  de  tension.  Il  résultera  de  là,  en  ne  tenant  pas 
compte  de  la  force  nécessaire  pour  produire  l'accélération 
du  ressort  dont  la  masse  est  considérée  comme  insensible, 
que  ce  ressort  est  sollicité  à  chaque  instant  par  deux  forces 
en  équilibre,  et  par  suite  égales  et  contraires.  Donc  lac- 
lion  exercée  à  l'une  des  extrémités  du  ressort,  et  qui  pro- 
duit l'accélération,  est  toujours  accompagnée  d'une  autre 
action  égale  et  contraire  appliquée  à  l'extrémité  qui  est 
liée  au  corps.  Cette  dernière  force  est  nommée  réaction 
du  corps,  et  les  expériences  que  nous  venons  d'indiquer 
démontrent  que  l'action  est  constamment  égale  à  la  réac- 
tion dans  tout  mouvement  où  la  force  est  constante  5  et  par 
conséquent  aussi  dans  le  cas  où  elle  est  variable,  puisqu'on 
peut  toujours  la  considérer  comme  constante  dans  un  inter- 
valle de  temps  infiniment  petit.  C'est  cette  réaction  qu'on 
appelle  force  cV  inertie. 

Le  principe  étant  établi  pour  tous  les  cas  où  la  force  est 
produite  par  des  liaisons  matérielles,  on  l'étend  naturelle- 
ment au  cas  même  où  l'on  n'aperçoit  aucun  intermédiaire 
entre  les  deux  points  qui  agissent  l'un  sur  l'autre;  action 
qui  est  toujours  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint. 
Cette  extension  est  confirmée  par  l'accord  entre  les  phéno- 
mènes observés  et  les  calculs  fondés  sur  celte  hypothèse  ; 
et  d'ailleurs  elle  peut  être  démontrée  expérimentalement 
toutes  les  fois  que  les  corps  entre  lesquels  a  lieu  l'action 
mutuelle  peuvent  être  liés  l'un  à  l'autre  de  manière  à 
formel  un  système  rigide  libre:  on  reconnaît  par  l'immo- 
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bilité  de  ce  système  que  les  deux  forces  sont  contraires  ei 


égales . 


Nous  admettrons  donc  ce  principe  général ,  que  toutes 
les  fois  qu'un  point  matériel  produit  une  action  sur  un 
autre,  ce  dernier  exerce  toujours  une  action  égale  et  con- 
traire sur  le  premier  \  de  sorte  que ,  si  ces  points  venaient 
à  être  liés  invariablement,  les  deux  actions  se  détruiraient 
exactement. 

CHAPITRE  IL 

DU     MOUVEMENT     RECTILIGNE    D'UN     POINT    MATÉRIEL. 

Expression   de  la  force  dans  un  mouvement 
rectiligne  quelconque. 

265.  Nous  avons  vu  que  deux  forces  constantes  sont 
entre  elles  comme  les  quantités  de  mouvement  qu'elles  ont 
communiquées  dans  le  même  temps.  D'où  il  est  résulté 
qu'une  force  constante  peut  être  mesurée  par  la  quantité 
de  mouvement  qu'elle  produit  dans  l'unité  de  temps,  en 
prenant  pour  unité  de  force  celle  qui,  dans  l'unité  de 
temps,  fait  acquérir  à  l'unité  de  masse  une  vitesse  égale  à 
l'unité.  Voyons  comment  on  peut  ramener  à  ce  cas  celui 
d'une  force  qui  varie  à  chaque  instant  suivant  une  loi 
arbitraire.  La  question  consiste  à  déterminer  la  vitesse 
qu'elle  ferait  acquérir  à  l'unité  de  masse  pendant,  l'unité 
de  temps ,  si  elle  conservait  l'intensité  qu'elle  a  à  l'instant 
que  l'on  considère. 

Supposons  donc  un  mouvement  rectiligne  quelconque  ; 
soient  v  la  vitesse  du  point  mobile  auquel  nous  supposerons 
une  masse  égale  à  l'unité,  x  sa  distance  à  l'origine,  t  le 
temps,  compté  à  partir  d'une  époque  quelconque  5  désignons 
par  cp  la  force  variable  qui  sollicite  le  point  à  chaque  in- 
stant, c'est-à-dire  son  rapport  à  l'unité  de  force,  qui  est 
mesuré  par  la  vitesse  qu'elle  ferait  acquérir  pendant  1  unité 
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de  temps  au  mobile  en  question,  dont  la  masse  est  égale  à 
l'unité. 

Si  la  force  était  constante ,  il  suffirait  de  diviser  la  vitesse 
qu'elle  communiquerait  au  point  dans  un  temps  quelcon- 
que,  parce  temps,  et  l'on  aurait  la  vitesse  communiquée 
dans  l'unité  de  temps.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  si  la  force 
est  <p  à  un  certain  instant,  elle  sera  augmentée  d'une  cer- 
taine quantité  Açj  après  le  temps  At,  et  l'accroissement  Av 
de  la  vitesse  ne  sera  pas  dû  à  la  force  co,  mais  pourrait  être 
produit  par  une  force  comprise  entre  cp  et  <p  H-  Acp,  et  qui 
agirait   avec  une  intensité    constante    pendant   le   même 

temps  At.   Cette  force  intermédaire  cp'  sera  égale  à   — 3 

c'est-à-dire  que  cette  expression  mesure  la  vitesse  qu'elle 
communiquerait  au  point  dans  l'unité  de  temps. 

Mais  1  équation   rigoureusement   exacte    c;   =  —  ayant 

lieu  quel  que  soit  l'intervalle  de  temps  At,  et  cp'  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  cp  à  mesure  que  At  tend  vers  zéro, 
puisque  alors  Acp  tend  aussi  vers  zéro,  il  en  résulte,  en 
prenant  les  limites  des  deux  membres  de  l'équation, 

dv 
*  =  dt' 

Telle  est  la  mesure  exacte  de  la  foire  appliquée  à  l'unité 
de  masse ,  dans  un  mouvement  rectiligne  quelconque.  Elle 

est  de  même  signe  que  dv,  de  sorte  qu'en  employant  celte 
formule,  on  regarde  la  force  comme  positive  quand  elle 
tend  à  augmenter  la  vitesse,  et  comme  négative  quand  elle 

(II; 

tend  à  la  diminuer-,  mais  l'expression  de  celle-ci  est  -— , 

et  est  positive  quand  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens 

desx  positifs  :  donc  la  force  sera  positive  quand  elle  agira 

dx 
dans  ce  même  sens,  puisqu'elle  rendra  —ou  v  plus  grand 
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en  valeur  algébrique  ;  elle  scia  négative  dans  le  sens  con- 
traire. 

dx 
Si  dans   l'expression  de  <p  on  remplace  v    par   — ,  on 

obtient 

d2x 
~d~F' 


? 


266.  Si  maintenant  on  considère  un  point  dont  la  masse 

soit  m ,  la  force  qui  le  sollicite  sera  mesurée  par  m  —  -> 

puisque  le  point  qui  aurait  le  même  mouvement  et  une 

masse  égale  à   l'unité  serait  sollicité  par  la  force   —,  et 

que  nous  avons  vu  que  dans  des  mouvements  identiques  les 
forces  sont  entre  elles  comme  les  masses. 

On  est  convenu  d'appeler  force  motrice  celle   qui   est 
appliquée  à  une  masse  donnée  quelconque;  sa  mesure  est 

dv  d- x 

m  —  ,      ou       m  — —  : 
dt  dC*    ' 

et  l'on  appelle  force  accélératrice  celle  qui,  dans  le  mou- 
vement que  l'on  considère,  sollicite  l'unité  de  masse  :  elle  a 
pour  mesure 

dv  d 2  x 

—   •>         OU         — ; — • 

dt  dP 

Celte  expression  ,  considérée  dans  le  mouvement  en  lui- 
même  ,  en  mesure  Y  accélération  positive  ou  négative. 

Usage  des  formules  générales  du  mouvement  varié. 

267.  Ces  formules  sont 

dx  dv        d-x 

~  dt         *       dt        dt  - 
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ou  encore,  «m i  remettant  pour  dt  sa  valeur  tirée  de  la  pre- 
mière, 

_  vdv 

v  ~~  dJ  ' 

Examinons  les  différentes  questions  auxquelles  elles  peu- 
vent donner  lieu. 

i".  Supposons  que  l'on  donne  x  =  ¥(t),  on  obtiendra 
l'expression  de  la  vitesse  et  de  la  force  par  de  simples  difte- 
rentiations  par  rapport  à  t. 

20.   Soit   v  =  F  (t ),  ou  aura 

dv       d.F(t 


1        dt  dt 

on  connaîtra  donc  la  force  accélératrice. 

On  connaîtra  la  position  du  point  à  chaque  instant  en 

(Î.X 

intégrant  l'équation  —  =  F  (f),  qui  donne 

.r  =  f  ¥(t)  de. 

La  constante  relative  à  cette  intégration  se  déterminera  par 
la  position  initiale  du  point. 

3°.  Soit  y  =  F(t). 

On  connaîtra  la  vitesse  par  la  formule 

v=f¥(t)dt, 

et  l  on  déterminera  la  constante  d'après  la  valeur  initiale 
de  t-'.  Soit  ainsi  r  =f(t)  ;  on  aura  la  valeur  de  x  au  moyen 
de  la  formule  suivante  : 

z  =  ff(t)dt, 

et  la  constante  introduite  par  cette  nouvelle  intégration 
dépendra  delà  position  initiale  du  point. 
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4".  Soit  v  =  F  [x),  on  en  conclura 


dx       „  ,  C    dx 

=  f(.),  d'où  «=J¥F); 


efc 


la  constante  se  déterminera  d'après  la  position  initiale  du 
point,  et  l'on  aura  ainsi  une  équation  finie  entre  x  et  t. 

La  force  cp  ou  —  sera  égale  h  F'  (x)  F  (x). 


f-r.  O       •  T-l    /         \  •     1'  I  V(lv 

5°.  5>oit  cp  =  r  {x)\  si  1  on  remplace  cp  par  -7—,  on  aura 


dx 
et,  en  intégrant, 


=  F  [x )  :      d'où      w/c  =r  F  (.r)  r/j; . 


On  parviendrait  encore  à  ce  résultat  en  remplaçant  cp  par 

d-x  .       . 

— r—  :  on  aurait  alors 

■#  =  /(*)■ 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  2  —  >  il  vient 
dx  dïx  .    ,  dx 

2 —    =   2F   [X)-—, 

dt    de2  v     '  de 

et  les  deux  membres  de  cette  équation  sont  des  dérivées, 

/  dx\^ 
par  rapport  à  £,  le  premier,  de  (  —  )  >  et  le  second,  de 

2  J  F  [x)  dx  ;  on  aura  donc 

(^y=2f/F(x)dx=s, 

ce   qui  n'est  autre   chose   que   l'équation   précédemment 
obtenue. 
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La  constante  renfermée  dans  J  se  détermine  par  les  va- 
leurs initiales  de  x  et  v.  On  connaît  ainsi  la  vitesse  en  un 
point  quelconque  du  mouvement,  et  il  reste  à  trouver  une 
équation  entre  x  et  t.  Désignons  i  JY  (x)  dx  par  f  (x)  ; 
nous  aurons 


dx        r-r: — ;       ,,  /      dx 


et  la  constante  sera  déterminée  par  la  valeur  initiale  de  x. 
6".  Soit  enfin  ip  =  F  (y),  on  aura  alors 


*  „,     x  C     dv 

F(p),     d'où     *  =  j  -^j; 


rf* 


la  constante  se  déterminera  par  la  valeur  initiale  de  v. 

Si  l'on  peut  résoudre  celte  dernière  équation  par  rapport 
à  t>,  on  aura 

p=/(0  =  ~,      d'où     *  =  ff{t)dt. 

IV  1  •  1  ^  1J 

Dans  le  cas  contraire ,  on  remplacera  <p  par  —  ?  et  1  on  aura 

-  =  F(,;,    doù    *  =  Jffî 

Si  l'on  peut  effectuer  cette  intégration,  on  aura  une  équa- 
tion finie  entre  v  et  x;  et  comme  on  en  a  déjà  une  entre 
t  et  f,  l'élimination  de  v  en  fera  connaître  une  autre 
en  x  et  t. 

Telles  sont  les  différentes  questions  auxquelles  peuvent 
donner  lieu  les  équations  du  mouvement  rectiligne  varié. 
Leur  solution  dépend  toujours  ou  de  différentiations,  ou 
d'intégrations  du  genre  des  quadratures.  Nous  allons  en 
faire  l'application  à  quelques  exemples. 
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Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  dans  un  milieu 
résistant. 

268.  La  théorie  admise  sur  la  résistance  des  milieux  est 
encore  assez  imparfaite  \  mais  ici  nous  regarderons  comme 
exacts  les  résultats  approchés ,  auxquels  des  expériences 
multipliées  ont  conduit  sur  cette  matière. 

Ainsi ,  nous  supposerons  que  cette  résistance  est  une 
force  normale  aux  surfaces  en  chacun  de  leurs  points,  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse  relative  de  ce  point  et 
du  milieu,  estimé  dans  le  sens  de  la  normale,  ainsi  qu'à  la 
densité  du  fluide.  Il  suit  de  là  que  la  résistance  exercée  sur 
une  sphère  en  mouvement  est  directement  opposée  au  mou- 
vement de  son  centre,  et  proportionnelle  au  carré  de  son 
rayon.  Si  on  la  divise  par  la  masse  de  la  sphère,  on  aura  la 
force  qui  en  résulte  pour  l'unité  de  masse. 

Soient  p  la  densité  du  fluide,  que  nous  supposerons  en 
repos,  D  celle  de  la  sphère,  r  son  rayon,  v  sa  vitesse  ;  la 

résistance  appliquée  à  l'unité  de  masse  sera  y  —^.^  '/  dési- 
gnant un  coefficient  constant.  Pour  plus  de  commodité 
dans  nos  calculs ,  nous  rapporterons  cette  force  à  la  pesan- 
teur, et  nous  désignerons  par  K  la  vitesse  qu'il  faudrait 
supposer  à  la  sphère  donnée  ,  pour  que  la  résistance  qu'elle 
éprouve  devint  égale  à  son  poids,  c'est-à-dire  pour  que  l'on 

eût  y^r—  =  g-  Alors  la  résistance  appliquée  à  l'unité  de 

masse  sera|r-  ;  et  c'est  sous  cette  forme,  où  l'homoeénéité 

est  mise  en  évidence,  que  nous  l'emploierons  dans  les  cal- 
culs qui  vont  suivre. 

269.  Mouvement  descendant.  —  Nous  commencerons 
par  le  cas  où  le  point  matériel  se  meut  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  Soient   A  (fîg.  58)  le  point  de  départ,  et  x  la 
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distance  du  mobile  à  ce  point  après  un  temps  quelconque  f, 
au  bout  duquel  il  a  acquis  la  vitesse  v.  En  désignant  par  ç 
la  force  accélératrice,  on  aura 


d'où 


s-     R2  —  ï1 


et,  intégrant, 

_Î_K      K-i-<' 

2  g1     K  —  c 

Nous  n'ajouterons  pas  de  constante ,  parce  que  nous  suppo 
sons  que  la  vitesse  soit  nulle  au  point  de  départ. 
On  tirera  de  là 

=  c  lx  i 

K  —  v 


d'où 


eK-c     K       «fc 


.K    ,    „     K 


et,  par  suite. 


=  K 


a:  devant  être  nul  en  même  que  L ,  on  doit  avoir 


d'où  résulte 

K2, 

C  = -1.2, 

S 

--t'A     * 

3l6  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

On  a  donc  ainsi  à  chaque  instant  la  position  et  la  vitesse  du 

mobile;  ce  qui  forme  la  solution  complète  de  la  question. 

On  aurait  pu  exprimer  X  en  fonction  de  p>,  en  remplaçant© 

vdv  .  .     ,        , 

par  — —  -,  ce  qui  aurait  donne 


vdv        s  ,    , 


d'où 


K2    C     vdv  K2  .   ,  v 

S  J  K-2  —  v-  2g 

et  comme  on  a  à  la  fois  v  =  o  ,  x  =  o ,  il  en  résultera 


K2 
C=  —  l.K», 

2£ 

et,  par  suite , 

(3) 

_K5           K» 

~  2g     '  K.2  —  f'J 

La  valeur  de  v  en  fonction  de  t  montre  qu'elle  est  tou- 
jours plus  petite  que  K ,  mais  quelle  tend  vers  cette  limite 

à  mesure  que  t  augmente,  parce  que  l'exponentielle  e 
tend  vers  zéro.  Le  mouvement  iend  donc  à  devenir  uni- 
forme, et  la  vitesse  a  pour  limite  celle  qui  rend  la  force 
accélératrice  égale  à   la   force  retardatrice.   Cet   état   n'a 
jamais  lieu  rigoureusement  5  mais  le  mobile  s'en  approche 

indéfiniment,  et  d'autant  plus  rapidement,  que  e        décroit 
plus  vite,  ou  que  K  est  plus  petit.  Or,  nous  avons  trouvé 


K 


\/Wt 


donc  le  mouvement  devient  sensiblement  uniforme,  d'au- 
tant plus  promplement  et  avec  une  vitesse  d'autant  moindre, 
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que  le  milieu  est  plus  dense ,  et  que  le  mobile  a  un  moindre 
rayon  et  une  moindre  densité;  ce  qui  est  confirmé  par  l'ex- 
périence. 

270.  Si  la  densité  du  milieu  est  supposée  nulle  ,  le  mo- 
bile n'est  plus  soumis  qu'à  l'action  de  la  pesanteur,  la  quan- 
tité K  devient  infinie  ,  et  l'on  trouve,  en  supposant  qu'on 
ai  t  à  la  fois  r  =  o,M=o,.r  =  o, 


dv  ,  dx 


et,  par  suite, 


gî- 
te =  - —  •>     et     ir  =  2  ex, 

2 


Ces  diverses  formules,  déjà  obtenues  précédemment, 
peuvent  se  déduire  des  précédentes  en  y  faisant  K  infini. 
En  eifet ,  si  on  développe  les  exponentielles,  l'équation  (i) 

donne,    en    supposant    —  =  0,    v=gl;   l'équation    (3), 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

*  =  -—  1    (i  —  — 

ig    •  V       K2 

donne,  en  développant  le  logarithme, 

~  ô^g  \~Ri_2Ki 

supprimant  le  facteur  commun  K2  et  faisant  ensuite  K  in- 
fini ,  on  obtient 

<>- 

X  = •>         OU        !>'=   2gX. 

•y  <r 

271 .  Mouvement  ascendant.  —  Soit  A  (/ig.  5p,)  le  point 
d'où  part  le  mobile  :  prenons  toujours  la  direction  AX  de 
la  pesanteur  pour  le  sens  des  x  positifs  ,  et  soit  —  a  la  vi- 
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tesse  du  mobile  au  moment  du  départ;  on  aura 
dp 


d'où 


A  =  *  +  fïi  =  è(-+r). 


K2        dv 

dt  = — , 


g     <'J-f-K- 


et  intégrant ,    en   observant   que  l'on  a  en  même   temps 

t  =  o ,  v  =  —  a , 

o/  ^  «  K  c  -h  K  a 

\r  —  arc  tang  —  -+-  arc  tang  —  =  arc  tang  — , 

K  K.  iv  Iv2  —  va 

d'où 

— =  tang  §- , 

K2 —  va  Iv 

et,  par  suite, 

•    &  gt 

K.  sin  2-  —  a  cos  2- 

K.  K        «.r 


gt        Tr         #£         r/£ 
«sin  ~  +  Kcos|r 
Jv  Iv 


d'où  Ton  déduit 


S1       .  -_  S' 


K  sin  ^r  —  a  cos  ^- 

^ 5* 

■    Ht  gt 

a  sin  —  -f-  K  cos  %- 

K  K 

1.  (  r/sin^  +  Kcos^-  )  -+-C. 

La  constante  doit  être   telle  que  l'on  ail  à  la  fois  t  =  o 
,r  =  o  ,  ce  qui  donne 

K-'  .    /  a    .    gt  gt 

KS,nK  +  K4 

Lj  problème  est  donc  entièrement  résolu,  puisque,  pour 
toute  valeur  de?,  on  peut  assigner  la  position  et  la  vitesse 
du  point,  et.  par  suite,  la  force  qui  le  sollicite. 
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Le  mobile  cessera  de  monter  quand  s>  sera  devenu  nul  : 
la  force  sera  g  à  cet  instant  et  le  fera  descendre  ;  mais  alors 
la  résistance  changera  de  sens  et  on  retombe  dans  le  pre- 
mier cas.  La  valeur  9  de  t  correspondante  à  cet  instant  est 
donnée  par  l'équation 

.     "')  g9  ..  g  9        a 

K  S'n  \  ~  n  C°S  K  ~  °  '        °U     tans  K  ==  K* 

La  valeur  de  x  devient 

*  ~        2  g    •        K'      ' 

(Test  la  distance  de  l'origine  A  au  point  le  plus  élevé  B.  A 

partir  de  ce  point,  le  mouvement  peut  être  déterminé  par 

les  formules  relatives  au  premier  cas,  si  l'on  prend  ce  point 

pour  origine.  Cherchons  quelle  vitesse  aura  le  mobile  quand 

il  repassera  en  A ,  et  quel  temps  il  mettra  à  y  revenir. 

r      i  iii-  ad  R2  i    «'  +  K1,. 

hgalons  pour  cela  Ja   distance  Ad  ou  — 1. a  la 

2£  K.5 

valeur  de  x  donnée  par  la  formule  (3  ),  il  en  résultera 

n2+K2  K.J  „   .       ,  Ks 

(i  ou      i'2  =  a1 


K»  K.2—  p*  K'-f-a2 

Le  mobile  revient  donc  en  A  avec  une  vitesse  moindre  que 
celle  qu'il  avait  au  moment  du  départ,  et  d'autant  moindre 
que  K  est  plus  petit. 

Pour  connaître  lu  valeur  0  de  t  relative  à  cet  instant, 
il  faut  dans  l'équation  (a)  substituer  à  x  la  valeur  parti- 
culière 

K2        a1  +  K' 

ig     '        K 


et  1 


on  aura 


t'. 


K 


K 
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d'où 

g6'  g  6' 


g  6' 


ou  ,  en  posant  e     =  z , 


2  y/a2  +  K2 


z- — z  -h  i  =o. 


gJT 
Cette  équation   étant  réciproque  donnera  à  la    fois   e 

_g_V_ 
et  e         \  on  aura,  en  prenant  la  plus  grande  racine, 


« g--,    doù    e  =-i.__ • 

et  le  temps  total  écoulé  entre  le  départ  et  le  retour  aura 
pour  valeur 

')  +  0'  =  —  I  arc  tane  —  -f-  1. 


K  K 

272.   Autre  loi  de  résistance.  —  Supposons  maintenant 
la  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  et  représentée  par 

g  —  •>  K  étant  la  vitesse  qui  rendrait  la  résistance  égale  au 

poids  du  corps  que  l'on  considère  -,  si  le  mouvement  est  dans 
le  sens  de  la  pesanteur,  on  aura 


d'où 


=  £<*-'>  =  3' 


K    C     do  K  ,    , 

=  -    /   - =  --I.    K-,.    +C. 


Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  on  aura 

K-  . 
C  =  —  l.K, 

g 
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et,  par  suite, 

K  ,    K  —  v 

t  = 1.  — - — , 


d'où 

K-—  ('         ~~  K  v  (  ,         "K)        dx 

— — — =e         ■>  f  =  R     i-f  /  =  — — 

K  \  /        dt 

On  aura  donc 


ÏU-1-   ,    *  -ï 


x=R     Mi  —  e     ^      rf/  =  RH «?     ^+0, 


et  comme  ona^  =  o  pour  «  =  o,  on  aura 

c  =  -*\ 


VI     "f 


et,  par  conséquent  j 


La  valeur  de  ^  apprend  que  la  vitesse  tend  indéfiniment 
à  se  réduire  à  K,  c'est-à-dire  à  celle  pour  laquelle  la  résis- 
tance est  égale  au  poids  du  mobile.  Quant  à  la  valeur  de  x, 
elle  croît  indéfiniment. 

273.  Dans  le  cas  où  le  mobile  aurait  une  vitesse  ini- 
tiale a,  et  ne  serait  pas  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur, 
mais  à  la  résistance  seule  du  milieu,  on  aurait 

p        dv         ,  K  dv  K  . 

o—  —  g—  =  —,      dt  = ,      t  = l.p-t-C; 

K-        dt  g    v  g 

et  comme  on  a  v  —  a  pour  Z  =  o,  il  eu  résulte 

C=  —  \.a,     et     1= 1. -, 

a  X      a 
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d'où 

K       dx 

i>  =  ae         =  — — 
dt 


On  tire  de  là 


K    ,  «K         k 


et  comme  on  a  en  même  temps  t  =  o,  .#  =  o,  on  aura 

/  & 

G  =  —  >     et ,  par  suite ,     x  = i  —  c 

g  S    \ 

On  voit  que  la  vitesse  a  pour  limite  o,  à  mesure  que  le 

temps  augmente  indéfiniment;  et  .r  a  pour  limite  — :  de 

sorte  que  le  point  tend  indéfiniment  vers  une  position  déter- 
minée, qu'il  ne  peut  jamais  atteindre. 

274.  Mouvement  vertical  d'un  point  clans  le  vide.  — 
Supposons  un  point  matériel  placé  en  A  (fïg-  60)  au-dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  et  attiré  vers  son  centre  O  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distance.  Prenons  le  point  A 
pour  origine  des  x  que  nous  regarderons  comme  positif 
dans  le  sens  de  la  pesanteur;  et  désignons  par  g  cette  force 
appliquée  à  l'unité  de  masse,  placée  à  la  surface  de  la  terre, 
à  la  distance   r  du  centre.  On   aura,  d'après  l'hypothèse, 

o  =  — —  en  posant  OA  =  a.  L'équation  à  intégrer  sera 

donc 

d2x  gr2 


dt2         {a  —  xf 
Elle  devient,  en  la  multipliant  par  2  dx 


d2  x  dx 

2  — - —  dx  =  2  gr2 


1U2  °      (  a  —  x  \ 
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Le  premier  membre  est  la  différentielle  de  (  — -  )    corres- 
pondante  à  l'accroissement  dt,  et  le  second  est  celle  de 

— - —  correspondante  à  l'accroissement  dx  relatif  à  dt. 
a  —  x  r 

Donc,  les  intégrales  ne  peuvent  différer  que  d'une  con- 
stante, et  l'on  aura 

/  dx  >  J  2£T2 

\dt  J         a  —  x 

Nous  supposerons  la  vitesse  nulle  au  point  A ,  d'où  résul- 
tera 

a 
et,  par  suite  , 


m 


/       i  i  \   2gr-  x 

\a  —  x       a  )  a        a  —  x 


Cherchons  maintenant  x  en  fonction  de  t.  Or,  on  tire  de 
cette  équation ,  en  observant  que  dx  et  dt  sont  de  même 
signe, 


dt 
d'où 


dx      fa         la  —  x        dx       I  a         a        x 
r    \    2g  \        x  r     y    2g     \ax  —  .7 


f_i        I  a_     Ç  {<*  —x)dx  _  i_       I  a_      I     \  2 *  /  =  ' 

~  r    y    2g  J      \'ax  —  X*         r    y    2£  J        \ax  —  x^ 


Wi 


et .  enfin , 

(2.)        t=—i/  —  (   vax  —  x- ■        arc  cos 

■    ;  r  V  2g  \ 


2 
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Comme  on  doit  avoir  x  =  o  pour  t  =  o,  la  constante  sera 
nulle  ,  pourvu  qu'on  prenne  zéro  pour  l'arc  dont  le  cosinus 
est  l'unité.  Le  problème  est  donc  complètement  résolu, 
puisque  ,  pour  une  valeur  quelconque  de  x ,  on  peut  déter- 
miner l'instant  où  le  mobile  y  passera,  et  la  vitesse  qu'il 
aura.  Réciproquement,  pour  une  valeur  donnée  de  £,  on 
connaîtrait  la  valeur  de  x  par  la  résolution  approchée  d'une 
équation  numérique,  ou  par  la  construction  de  la  courbe 
représentée  par  l'équation  (2),  dans  laquelle  t  représen- 
terait l'ordonnée. 

Ces  formules  ne  s'appliquent  qu'autant  que  le  point  ne 
pénètre  pas  dans  l'intérieur  de  la  terre  5  elles  ne  s'étendront 
donc  que  jusqu'à  x  =  a  —  /'.  Au  delà  de  ce  point,  la  force 
devient  proportionnelle  à  la  distance  au  centre,  et  le  mou- 
vement est  représenté  par  des  équations  différentes  que 
nous  allons  déterminer. 

275.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le 
mobile  parte  du  point  A  {fig.  61)  de  la  surface  de  la  terre 
avec  une  vitesse  nulle  \  nous  prendrons  l'origine  des  x  au 
centre,  à  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à  ce  point,  et 
nous  regarderons  les  x  comme  positifs  dans  le  sens  OA, 
L'expression  de  la  force  sera 


x      d- x 
~~~  s7==~dF 


Multipliant  par  2<7.r  et  intégrant,  il  vient 


(*)" 


dx\-  ex1 

=  _  *_  +  C  =  e2; 
r 


et  comme  on  a  \>  =  o  pour  x  =  /',  on  aura  C  =  gi;  d'où 
(3)  (*)'=«(,._*>=,. 

Il  reste  à  trouver  une  équation  entre  x  et  t.   Or.  celle-ci 
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donne 

l~r  dx 

nous  prenons  le  signe  —  pour  la  racine  carrée,  parce 
que  dx  et  dt  sont  de  signes  contraires ,  tant  que  le  mou: 
vement  a  lieu  en  sens  contraire  des  x  positifs.  On  obtient, 
(>n  intégrant, 

r  x 

t  =  1  /  -  •  arc  cos  -  • 
V  S  r 

La  constante  est  nulle,  puisque  l'on  a  en  même  temps 
t  =o,  x=  /'.  Cette  équation,  résolue  par  rapport  à  x, 
devient 


(4) 


r  =  rcos.t  \/  - 


La  valeur  de  i's  montre  que  la  vitesse  est  maximum 
quand  le  point  passe  au  centre,  et  quelle  redevient  nulle 
pour  x  =  —  /',  c'est-à-dire  à  l'extrémité  opposée  du  dia- 
mètre. Le  point  se  trouve  alors  dans  les  mêmes  circon- 
stances; il  revient  donc  vers  sa  première  position  par  un 
mouvement  identique  au  premier,  et  l'on  aura  un  nombre 
indéfini  d  oscillations  semblables.  La  vitesse  ne  dépendant 
que  de  .r2,  est  la  même  pour  deux  positions  situées  à  égale 
distance  du  centre. 

On  voit,  par  l'équation  entre  xet  /,  que  le  point  arrive 

au  centre  après  un  temps  égal  à  —  t /  — 5  que  pour  des  épo- 
ques également  distantes  de  cet  instant,  les  distances  au 
centre  sont  égales,  et  que  le  point  arrive  à  L'extrémité  du 

diamètre  après  un  temps  égal  à  t:  1  /  — ,  et  qui  exprime  par 

conséquent  la  durée  de  1  oscillation. 

Les  calculs  qui  précèdent  ne  s'appliquent  pas  seulenn  m 
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à  la  question  particulière  qui  nous  y  a  conduits,  mais  à 
toutes  celles  où  l'on  a  à  considérer  une  force  proportion- 
nelle à  la  distance  à  un  point  fixe;  ce  qui  se  rencontre  sou- 
vent dans  l'étude  de  la  Physique. 

276.  Les  formules  précédentes  se  réduisent  sensiblement 
à  celles  du  mouvement  uniformément  accéléré ,  quaud  on 
suppose  l'espace  parcouru  très-petit  par  rapport  à  la  dis- 
tance au  centre;  ce  qui  revient  à  supposer  la  force  sensi- 
blement constante. 

Ainsi  l'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


V1  =  2  SX  • 

6       à1  —  ax 
Soit 

a  =  /•  -I-  h , 

h  étant  très-petit  par   rapport  à  /•  et  représentant  l'élé- 
vation du  point  A  au-dessus  de  la   surface  de  la  terre; 

se  réduira  à  l'unité  ,  en  négligeant  les  quantités  de 

a1 — ax  °  l 

l'ordre  de  -,  et  l'on  aura,  à  ce  degré  d'approximation , 

v2  =  2  gx. 

Passons  à  la  formule  (a).  On  aura 

i    /-    / a    r  l         x\l       a  Jx  (  ix  \ 

-  Va  s/ax  —  X*  =  -  \J x     i =  — - —  I  i ...     ; 

r  r1     \         a)  r     \         2  a  J  ' 

remplaçant  a  par  r-\-h,  et  négligeant  les  termes  où  entrent 
les  rapports  -■>-•>  il  restera  \fz\  et  la  première  partie  de  t. 

I~ 
sera  1  /  

V  *g 
De   même,   en  développant  arc  cos  .    ou    bien 
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.,,,.  gjn  -_1!!± —.  on  trouvera  que  la  seconde  partie  peut 

a 

être  réduite  à  i/— ,  et  l'on  aura 


X  g*1 

ou      x  =  — 

2 


2£ 

Dans  la  seconde  question ,  les  espaces  parcourus  sont 
r  —  Xt  et  si  on  les  suppose  très-petits  par  rapport  à  r,  la 
formule  (3),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

»-  =  g{>-  —  ■*)— —  ' 
se  réduit  sensiblement  à 

<'   =2gr(r—  a:); 
la  formule  (4)  développée  devient 


x  —  r  \  i  — 

2  r 


Si  l'on  néglige  les  termes  qui  renferment  r  eu  dénomina- 
teur, elle  se  réduit  à 


2 


277.  Remarque  relative  aux  solutions  singulières.  — 
L'équation  différentielle  du  mouvement  d'un  point,  jointe 
aux  circonstances  initiales,  détermine  complètement  le 
mouvement  de  ce  point  pendant  un  temps  indéfini.  Mais 
quand  on  intègre  cette  équation,  il  faut  avoir  soin  de  n'o- 
mettre aucune  de  ses  solutions,  et  tenir  compte  aussi  bien 
de  celles  qu'on  appelle  singulières,  que  de  celle  qu'on  dé- 
signe sous  le  nom  ^intégrale  générale.  Le  problème  sui- 
vant donnera  un  exemple  d'un  mouvement  qui  est  iepr< 
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sente  jusqu  à  une  certaine  époque  par  l'intégrale  générale, 
et  depuis  cette  époque,  par  l'intégrale  singulière. 

Supposons  un  point  en  mouvement  dans  un  fluide  dont 
la  résistance  soit  proportionnelle  à  la  puissance  m  de  la 
vitesse,  m  étant  compris  entre  o  et  i.  Il  part  de  l'origine 
des  x  avec  une  vitesse  a  dans  le  sens  des  x  positifs ,  et  n'est 
soumis  à  aucune  autre  force  que  la  résistance  du  milieu. 
L'équation  de  son  mouvement  sera 

À  désignant  une  constante  connue.  On  tire  de  cette  équation 

v~m  dv  =z  —  fi  tit , 
et,  par  suite, 

(  2  )  *>'-'"  =  a  '-m  —  (  i  —  ///  )  fit. 

Observons  que  la  puissance  fractionnaire  v'n  ne  comporte 
dans  aucun  cas  le  double  signe  dans  l'équation  difîérentielle, 
et  qu'il  est  entendu  qu'elle  sera  toujours  considérée  comme 
implicitement  positive 5  sans  quoi  l'équation  (1)  ne  repré- 
senterait pas  les  conditions  de  la  question  mécanique.  Il 
faut  donc,  dans  tout  le  reste  du  calcul,  considérer  l'expo- 
sant m  comme  ne  donnant  qu'une  valeur  positive  à  la 
puissance  de  v  où  il  entrera;  et,  lorsqu'une  équation  lui 
donnera  une  valeur  négative,  elle  ne  représentera  pas  le 
mouvement  du  point. 

rsous  avons  dit  qu'il  fallait  considérer  toutes  les  solutions 
de  l'équation  (1);  il  faut  donc  tenir  compte  des  solutions 
singulières,  qui  se  réduisent  à 

(3) 

La  solution  complète  du  problème  proposé  est  donc  don- 
née par  les  équations  (2)  et  (3),  et  il  ne  s'agit  plus  que  de 
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reconnaître  laquelle  on  doit  considérer  à  un  instant  donné 
quelconque. 

Or,  il  est  évident  qu'au  moment  du  départ,  la  vitesse 
étant  «,  et  ne  pouvant  être  détruite  que  dans  un  temps  fini, 
on  ne  devra  pas  faire  usage  de  l'équation  (3)  dans  le  com- 
mencement du  mouvement.  On  devra  donc  prendre  l'équa- 
tion (2).  Mais  on  n'en  devra  faire  usage  que  jusqu'à  l'é- 
poque pour  laquelle  on  aura 

(1  —m)  kt  —  ax~m,     ou     t  = 


-  m)k' 

parce  qu'au  delà  on  aurait  une  valeur  négative  pour  y1-"', 
< :e  que  nous  avons  vu  ne  pouvoir  convenir  à  la  question 
mécanique  proposée.  Jusqu'à  cette  valeur  de  f,  l'équa- 
tion (3)  ne  peut  convenir,  mais  elle  est  satisfaite  à  cette  épo- 
que, et  elle  devra  l'être  indéfiniment  ensuite,  puisque  l'équa- 
tion (2)  ne  peut  l'être,  et  que  le  problème  a  certainement  une 
solution ,  qui  ne  peut  être  représentée  que  par  l'une  ou 
l'autre  de  ces  deux  équations. 

q\—  m 

Il  suit  de  là  que  depuis  t  =  o  jusqu'à  t  =  - — —5  on 

J       *  (  1  —  m)  A 

aura 


e  =  [a'~'"  —  (  1  —  m)  kt]  '  —  m ,  • 

et  depuis  cette  dernière  valeur  de  t  jusqu'à  t  =  co  ,  on  aura 
v  =  o,  et  le  point  restera  immobile  dans  la  position  où  il 

sera  arrivé  au  bout  d'un  temps  égal  à 


(  1  —  ni  )  A- 
Nous  pouvons  maintenant  intégrer  l'équation  (2)  après 

avoir  remplacé  v  par  -—■>  et  nous  savons  jusqu'à  quelle  va- 
leur de  t  elle  donnera  la  valeur  de  x  qui  convient  à  la 
question  :  fie  sorte  qu  il  n'y  aura  plus  aucune  discussion  à 
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faire.  On  aura  ainsi 


—  =  [«'--(!  -m)kt] 


et  par  suite,  en  exprimant  que  pour  t  =  o  on  a  x  =  o, 


[  a}~m  —  (i—m)kty-m  a'-m 


(2  —  m)  k  (2  —  /« )  k 

Le   point    où    s'arrêtera    le    mobile    correspondant    à 

a2~m 
ai~m=  (1  —  m)  kt  aura  pour  abscisse  , r— ,  •    Il   était 

x  '  r  (2  —  m)  k 

d'ailleurs  bien  facile  de  reconnaître  à  priori  que  si,  à  une 
certaine  époque,  la  vitesse  du  point  devenait  nulle,  il  res- 
terait constamment  dans  la  position  où  il  se  trouverait 
alors.  En  effet,  un  point  placé  sans  vitesse  dans  un  milieu, 
résistant  suivant  une  fonction  quelconque  de  la  vitesse, 
restera  indéfiniment  dans  la  position  où  on  l'aura  mis,  puis- 
que aucune  force  ne  lui  sera  appliquée  5  il  n'aura  aucune 
tendance  à  se  mouvoir  d'aucun  côté,  et  restera  perpétuel- 
lement en  repos. 

CHAPITRE   III. 

DU    MOUVEMENT    D'UN    POINT    LIBRE    DANS    L'ESPACE. 

278.  Ce  que  deviendrait  le  mouvement  si  la  force  ces- 
sait d'agir. —  Si,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 
Faction  de  la  force  cessait  entièrement,  le  point  mobile  ne 
pourrait  plus  avoir  qu'un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme, d'après  la  loi  d'inertie  que  nous  avons  admise  pré- 
cédemment. Il  ne  reste  donc  à  déterminer  que  la  direction 
et  la  vitesse  de  ce  mouvement. 

Pour  cela,  concevons  trois  axes  rectangulaires,  de  direc- 
tions constantes  .  et  doni  l'origine  ait  précisément  ce  mou- 
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renient  que  nous  voulons  déterminer.  Si  la  force  n'agit 
plus,  le  mobile  coïncidera  constamment  avec  celte  origine. 
.Mais  si  elle  ne  cessait  pas  son  action,  c'est-à-dire  si  le 
point  continuait  son  mouvement  réel,  le  mouvement  qu'il 
prendrait  par  rapport  aux  axes  mobiles  serait,  d  après  un 
principe  général  admis  précédemment,  celui  même  qui  au- 
rait lieu  par  rapport  à  des  axes  fixes,  si  on  plaçait  le  mo- 
bile sans  vitesse  à  leur  point  de  rencontre,  et  qu'on  lui 
appliquât  la  force  même  qui  le  sollicite  dans  son  mouve- 
ment réel.  Or,  l'espace  qu'il  parcourrait  ainsi  dans  un 
temps  infiniment  petit  du  premier  ordre,  serait  un  infini- 
ment petit  du  second,  tandis  que  celui  que  parcourrait  en 
même  temps  l'origine  mobile,  serait  du  premier.  Si  donc, 
sur  la  direction  rectiligne  que  suit  le  point  après  la  sup- 
pression de  la  force,  on  prend  une  quantité  infiniment  pe- 
tite du  premier  ordre,  elle  est  à  une  distance  infiniment 
petite  du  second  ordre,  du  point  sur  sa  trajectoire;  d  où  il 
suit  d'abord  que  cette  direction  rectiligne  ne  peut  être  que 
la  tangente  à  cette  trajectoire.  De  plus,  l'espace  parcouru 
par  le  point  sur  sa  trajectoire  ne  différant  que  d'un  infini- 
ment petit  du  second  ordre  de  celui  que  parcourt  l'origine 
pendant  le  même  temps ,  la  vitesse  dans  le  mouvement  réel, 
à  1  instant  considéré,  est  la  même  que  celle  de  l'origine. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Sij  à  un  instant  quelconque  la  force  qui  produit  le 
mouvement  d'un  point  libre  cessait  d'agir,  ce  point  se 
mouvrait  alors  uniformément  suivant  la  tangente  à  la 
trajectoire  avec  la  'vitesse  qu'il  avait  à  ce  même  instant . 

279.  Valeur  et  direction  de  la  force  d'après  le  mouve- 
ment produit.  —  Considérons  une  position  quelconque  M 
{fig-  63)  d'un  point  dont  la  masse  est  m .  et  dont  les  coor- 
données x ,  y,  z  sont  des  fonctions  déterminées  du  temps  t. 
Si  la  force  qui  agit  sur  lui  cessait  à  cet  instant  son  action, 
il  se  mouvrait  sur  la  tangente  MT  avec  la  vitesse  v  qu'il  a 
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en  M.  Si  donc  nous  supposons  trois  axes  X',  Y',  Z'  con- 
stamment parallèles  aux  premiers,  et  dont  l'origine  se  meuve 
sur  MT  avec  la  vitesse  constante  v ,  le  mouvement  du  point 
m ,  par  rapport  à  ces  axes  ,  sera  identique  à  celui  qui  au- 
rait lieu  par  rapport  à  des  axes  immobiles  si  le  point  m 
était  placé  sans  vitesse  à  l'origine  et  sollicité  par  la  môme 
force  qui  agit  sur  lui. 

Ce  mouvement  relatif  est  précisément  ce  que  nous  avons 
appelé  le  mouvement  dèviatoire ,  et  la  ligne  M' m'  qu'il  dé- 
crit ainsi  est  ce  que  nous  avons  appelé  la  déviation  (n°  195) . 
Ainsi  cette  dernière  ligne  peut  être  considérée  comme  celle 
que  décrirait  le  mobile  placé  sans  vitesse  au  point  M  et 
sollicité  par  la  force  même  qui  agit  sur  le  mobile  dans  son 
mouvement  réel,  en  conservant  à  cette  force  une  direction 
et  une  intensité  constante. 

On  tire  de  là  les  deux  conséquences  suivantes  : 

i°.  La  direction  de  la  force  nui  agit  à  un  instant  quel- 
conque sur  le  mobile  libre,  est  la  même  que  celle  de  la  dé- 
viation en  ce  point. 

2°.  L'intensité  de  cette  force,  rapportée  à  V unité  de 
masse  du  mobile,  est  mesurée  par  V accélération  dans  le 
mouvement  dèviatoire. 

De  la  première  de  ces  propositions  se  déduit  cette  autre 
proposition  importante  : 

La  direction  de  la  jorce  en  chaque  point  de  la  trajec- 
toire est  comprise  dans  le  plan  osculateur  de  cette  courbe 
en  ce  point;  car  la  déviation,  joignant  constamment  un 
point  de  la  courbe  à  un  point  de  la  tangente,  a  pour  di- 
rection limite  une  droite  située  dans  ce  plan. 

11  reste  maintenant  à  exprimer  analytiquement  les  pro- 
positions précédentes. 

Or  nous  avons  trouvé  (n"s  197  et  198)  que  les  cosinus  des 
angles  que  la  direction  de  la  déviation  fait  avec  les  axes,  sont 
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proportionnels  aux  trois  quantités 

d:x         cl -y         (l-  z 

7F'    ~1F'    IF' 
et  que  l'accélération  dans  le  mouvement  déviatoire  était 

Si  donc  nous  désignons  par  y  la  force  accélératrice  qui 
agit  sur  le  mobile,  nous  aurons,  d'après  ce  qui  a  été  établi 
dans  le  numéro  précédent, 


w       .V(SH¥),+(S)' 

et  les  cosinus  des  angles  que  sa  direction  fait  avec  les  axes 
auront  pour  valeurs 

i   d- x         i    d2  y         i  d2 z 
ta    dt-  y    di2  <p    dt1 

Pour  avoir  en  grandeurs  et  en  signes  les  composantes  de 
la  force  accélératrice,  il  faudra  multiplier  ces  cosinus  par 
la  valeur  absolue  <p  de  cette  force,  et  l'on  obtiendra  ainsi 

d2  x        d2  y         d1  z 

W  HF'     dF'    7F' 

En  multipliant  ces  composantes  de  la  force  qui  agit  sur 
l'unité  de  masse  du  mobile  par  sa  masse  m ,  on  aura  les 
composantes  de  la  force  motrice,  c'est-à-dire  de  la  force 
qui  agit  sur  sa  masse  même.  En  désignant  ces  dernières 
par  X,  Y,  Z,  on  aura  les  équations  suivantes  entre  la  force 
qui  produit  le  mouvement  et  les  coordonnées  du  mobile  à 
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chaque  instant  : 

(i  ^  jc  (L  ^  v  &  "  z 

(3)  m  — ■ —  =  X,      m  — - —  =  Y,       ni— —  =  Z, 

qui  se  réduisent  aux  suivantes,  en  supposant  que  le  mobile 
ait  une  niasse  égale  à  l'unité  : 

ci1  x  d1  y  d2z 

Ce  sont  les  équations  différentielles  du  mouvement  de 
tout  point  libre. 

280.  Usage  des  équations  du  mouvement .  —  Les  équa- 
tions (3)  ou  (4)  donnent  le  moyen  de  ramener  au  calcul 
toutes  les  questions  qui  peuvent  se  présenter  sur  le  mou- 
vement d'un  point.  Le  cas  le  plus  simple  serait  celui  où 
1  on  donnerait  x -,  y,  z  en  fonction  de  î;  ou,  plus  générale- 
ment, trois  équations  finies  entre  x,/,  z,  t.  En  les  différen- 
tiant  une  fois  par  rapport  à  t,  on  connaîtrait  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  mobile.  Une  seconde  différentiation 
ferait  connaître  les  composantes  de  la  force  accélératrice, 
et,  par  conséquent,  cette  force  elle-même  en  grandeur  et 
en  direction.  Enfin  l'élimination  de  t,  entre  les  trois  équa- 
tions données ,  ferait  connaître  les  deux  équations  de  la  tra- 
jectoire. 

Mais  les  données  de  la  question  sont,  en  général,  moins 
simples.  Elles  devront  toujours  fournir  trois  conditions, 
puisqu'il  y  a  quatre  variables  x,  y,  z,  £,  dont  une  seule  est 
indépendante  :  mais  si  l'on  pouvait  reconnaître  à  priori  que 
la  trajectoire  est  plane,  on  prendrait  deux  axes  de  coor- 
données dans  son  plan ,  et  il  n'y  aurait  plus  que  trois  varia- 
bles, savoir  :  le  temps  t  et  les  deux  coordonnées,  quelles 
qu'elles  soient,  du  mobile. 

Le  cas  le  plus  difficile  est  généralement  celui  où  la  force 
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est  donnée.  On  connaît  alors  X,  \.  Z  en  fonction  de  .*  ■.  >  . 

z,  t ,  et  les  équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

rl-x  d-  Y  d1  z 

—  =F(x,f,z,t),     —  =l,{x,y,z,t),     —  =l,[x,y,z,t). 

Si  l'on  peut  intégrer  le  système  de  ces  trois  équations  dif- 
férentielles du  second  ordre,  on  parviendra  à  trois  équa- 
tions entre  .r,  y,  z,  t  et  six  constantes  arbitraires.  Les 
constantes  se  détermineront  d'après  les  circonstances  ini- 
tiales du  mouvement. 

On  observera,  pour  cela,  que  le  mouvement  du  point 
n'est  pas  déterminé  par  la  seule  connaissance  de  la  force 
qui  agit  sur  lui.  Il  faut  encore  connaître  la  position  où  il  se 
trouve  à  un  certain  instant,  celui  par  exemple  à  partir  du- 
quel on  commence  à  compter  le  temps,  et,  de  plus,  la 
grandeur  et  la  direction  de  sa  vitesse  à  cet  instant.  C'est  en 
cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  Y  état  initial  du  point  ; 
et  l'on  voit  qu'il  renferme  six  données  nécessaires  et  suffi- 
santes ,  les  trois  coordonnées  du  point  et  les  trois  compo- 
santes de  sa  vitesse. 

Or  il  est  facile  ,  au  moyen  de  ces  données  ,  de  déterminer 
les  six  constantes  introduites  par  l'intégration.  En  effet,  les 
équations  intégrales,  ainsi  que  toutes  celles  qu'on  en  dédui- 
rait par  la  différentiation,  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  t: 
seront  satisfaites  si  l'on  y  fait  t=a.  Pour  cette  valeur  de  t  on 

Cl  OC       cl  Y       dz 

connaît,  par  hypothèse,  les  valeurs  de  x,y,  z,  —  ?  -j-,  —  • 

En  les  substituant  dans  les  équations  intégrales  et  leurs  dé- 
rivées premières,  dans  lesquelles  on  aura  fait  /  =  o,  on 
aura  six  équations  qui  ne  renfermeront  d'inconnues  que 
les  six  constantes,  qui,  par  conséquent,  seront  détermi- 
nées. 

Ayant  ainsi  trois  équations  entre  x,  y,  z,  t,  on  rentre 
dans  le  premier  cas  que  nous  avons  examiné. 
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281 .  Composantes,  tangenlielle  et  normale,  de  la  force. 

—  >ous  avons  déterminé  (n°  201  )  les  composantes,  tangen- 

tielle  et  normale,  de  l'accélération  dans  le  mouvement  dé- 

T  •  «  •  d2  s     i  j 

viatoire.   La    première  est  exprimée  par  -— -  •>  la  seconde 

par  —  i  et  l'accélération  elle-même  par 
R 


sf( 


/rf'rV 


dt>  )  +  \dt2  J    '    \df- 


Or  la  force  a  la  même  direction  que  la  déviation  ou  l'accé- 
lération; elle  aura  donc  avec  ses  composantes,  suivant  la 
tangente  et  la  normale,  les  mêmes  rapports  que  l'accéléra- 
tion et  ses  composantes  suivant  ces  mêmes  directions.  Et 
comme  nous  venons  de  voir  que  la  force  accélératrice  était 
mesurée  par  l'accélération  du  mouvement  déviatoire,  qui  est 


•( 


d2xY'       (d-y\7       fcP  . 
dF)  +  \~dFJ  ~*~\dP 


il  en  résulte  que  ses  deux  composantes  seront  aussi  mesu- 
rées par  celles  de  l'accélération. 
Ainsi  : 

La  composante  tangentielle  de  la  force  accélératrice 
est 

d2  s 
~dT> 

et  la  composante  normale,  dirigée  vers  le  centre  de  cour- 
bure, est 


R  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  :  on  désigne 
aussi  cette  dernière  sous  le  nom  de  force  centripète.  Si  au 
lieu  de  l'unité  de  masse  on  suppose  une  masse  /«,  ces  deux 


PREMIÈRE     \\M  1  .  STA^  IQUK.  •  '■" 

composantes  se  changeront  en 

ri7  s  <>-' 

ni  — —  ,      ///  —  • 

rit7  R 

282.  Composantes  langentielle  et  normale  de  la  force 
d'inertie.  —  Nous  avons  vu  (n°2Gi)  que  toutes  les  fois 
qu'une  action  s'exerçait  sur  un  corps,  celui-ci  exerçait 
toujours  en  sens  contraire  une  action  égale,  que  l'on  nomme 
réaction  on  force  d'inertie.  Si  l'action  s'exerce  par  la  pres- 
sion ou  la  traction  d'un  autre  corps,  ou  appareil  matériel 
quelconque,  c'est  sur  les  points  matériels  en  contact  que 
s'exerce  la  réaction.  Si  elle  provient  d  un  corps  à  distance, 
c'est  toujours  sur  ce  corps  que  la  réaction  s'opère;  et  elle 
est  encore  égale  et  directement  opposée  à  l'action  qui  a  lieu 
sur  le  premier. 

Cela  posé,  considérons  un  point  libre  ayant  une  masse 
m  et  décrivant  une  trajectoire  quelconque  sous  l'action 
d  une  certaine  force,  que  nous  nous  représenterons  comme 
produite  par  la  traction  d'un  fil  ou  par  la  pression  d'un 
autre  corps-,  la  force  d'inertie  sera  appliquée  à  ce  fil  ou  ce 
corps  extérieur,  au  point  même  de  l'espace  où  se  trouve  le 
mobile,  et  pourra  être  décomposée  en  deux  autres  égales 
et  opposées  à  celles  de  la  force  appliquée  au  mobile  :  lune 

langentielle  égale  h  m  -—-  ,    l'autre  normale  égale  à  —  • 

La  composante  normale  sera  donc  dans  le  plan  oscilla- 
teur de  la  trajectoire  et  dirigée  du  coté  opposé  au  centre  de 
courbure;  de  sorte  que  si  l'on  concevait  qu'elle  agit  sur  un 
point  sans  vitesse  pendant  un  temps  fini .  ce  point  se  mou- 
vrait suivant  la  normale  en  s'éloignant  de  ce  centre,  (/est 
pour  cette  raison  qu'on  lui  a  donné  le  nom  de  force  ,■<■/;- 
trifuge. 

On  fait  quelquefois  de  faux  raisonnements  relativement 
à  la  force  centrifuge,   parce  qu'on  ne  se  rappelle  pas  assez 
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<jii  elle  n'est  pas  appliquée  au  point  eu  mouvement,  maïs 
au  corps  on  contact  avec  lui,  et  qui,  par  sa  pression  ou  sa 
traction,  déterminerait  ce  mouvement.  Si  l'on  supposait  le 
mouvement  produit  autrement  que  par  la  pression  d'un 
corps,  la  réaction,  comme  nous  l'avons  dit,  ne  serait  plus 
appliquée  à  un  point  en  contact  avec  celui  que  l'on  consi- 
dère, et  la  dénomination  de  force  centrifuge  ne  semble  plus 
assez  naturelle.  Par  exemple,  en  regardant  le  mouvement 
de  la  terre  comme  produit  par  l'attraction  du  soleil ,  la 
réaction  de  la  terre  est  appliquée  au  soleil  5  sa  composante 
normale  l'est  donc  aussi,  et  l'on  serait  obligé  de  dire  que  la 
force  centrifuge  produite  par  la  terre  est  appliquée  au  so- 
leil. On  ferait  peut-être  mieux  de  supprimer  cette  dénomi- 
nation qui  obscurcit  quelquefois  les  choses,  et  d'employer 
le  mot  réaction,  qui  rappelle  toujours  à  quel  point  la  force 
et  ses  composantes  sont  appliquées. 

283.  La  force  centripète,  et,  par  suite,  la  force  centri- 
fuge, a  d'abord  été  considérée  dans  le  cercle,  et  son  ex- 
pression s'y  détermine  par  des  considérations  très-simples. 
En  effet,  si  on  décompose  la  force  accélératrice  qui  agit  sur 
le  point,  et  qui  est  nécessairement  comprise  dans  le  plan 
du  cercle  en  deux  autres  forces,  dont  l'une  soit  tangente  et 
1  autre  normale  au  cercle,  le  mouvement  de  la  projection 
du  point  sur  la  normale  sera  uniquement  dû,  comme  nous 
le  savons,  à  la  composante  normale.  Or,  en  supposant  cette 
composante  constante  de  grandeur  et  de  direction  pendant 
un  temps  infiniment  petit  fit ,  la  théorie  du  mouvement 
uniformément  accéléré  apprend  que  sa  valeur  sera  égale  au 
double  de  l'espace  parcouru  suivant  la  normale  divisée  par 
le  carré  du  temps.  Cet  espace  est  égal  au  carré  de  la  corde, 
ou  de  l'arc  fis ,  dont  il  est  la  projection,  divisé  par  le  dia- 

mètre  0  \\  •  donc  la  composante  normale  est  égale  à  —ou 
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pi  N 

à  -■  Telle  est  donc,  dans  le  cercle,  l'expression  de  la  force 

centripète  ou  de  la  force  centrifuge.  Elle  serait  —  pour  le 

point  dont  la  masse  serait  m. 

Si  1  on  désigne  par  m  la  vitesse  angulaire  du  rayon  qui 
contient  le  mobile,  on  aura 

et  l'expression  de  ces  forces  devient 

m  w?  R , 
ou  encore 

R//?4tt2 

—fr-4 

en  désignant  par  T  le  temps  que  le  point  met  à  décrire  le 
cercle. 

En  supposant  que  le  mobile  soit  obligé  de  décrire  le 
cercle  au  moyen  d'une  tige  ou  d'un  fil,  sans  masse,  de  lon- 
gueur invariable,  dont  une  extrémité  est  fixée  au  centre, 
ce  fil  tire  le  point  et  produit  sur  lui  la  force  centripète;  il 
est  tiré  à  son  tour  par  la  force  centrifuge.  Ces  deux  forces 
en  équilibre  sur  le  fil  déterminent  sa  tension. 

Si  l'on  supposait,  au  lieu  de  cela,  un  cercle  matériel  que 
le  mobile  ne  pourrait  quitter,  par  exemple  un  anneau  creux 
infiniment  étroit,  dans  1  intérieur  duquel  serait  le  point  en 
mouvement,  ce  cercle  exercerait  sur  lui  une  force  dirigée 
vers  le  centre \  et,  réciproquement,  celui-ci  en  exercerait 
une  autre  sur  ce  cercle,  égale  et  directement  opposée. 

Enfin  on  peut  concevoir  un  mode  de  liaison  quelconque; 
qui  oblige  le  point  à  décrire  un  cercle.  Nous  allons  en 
donner  un  exemple  très -simple  et  très-important  par  les 
conséquences  qui  s  en  déduisent  relativement  à  la  pesan- 
teur. 
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284.  Influence  du  mouvement  de  rotation  de  la  lent: 
sur  la  pesanteur.  —  Considérons  un  système  de  forme  in- 
variable et  dont  les  points  exercent  les  uns  sur  les  autres 
des  actions  quelconques  détruites  par  leur  liaison  mutuelle, 
et  donnons-lui  un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour 
d'un  axe.  Il  est  facile  de  reconnaître  qu'alors  les  liaisons  du 
système  détruisent,  pour  chaque  point  matériel,  les  ac- 
tions mutuelles  qu'il  subissait  dans  l'état  primitif,  jointes 
à  la  force  centrifuge  correspondante  à  sa  masse  et  à  son 
mouvement. 

En  effet,  on  peut  ajouter  à  toutes  les  actions  primitives 
la  force  centripète  et  la  force  centrifuge  relatives  à  chaque 
point,  puisque  ces  deux  forces  se  détruiront.  Or  la  force 
centripète  produirait  le  mouvement  du  point  s  il  était 
libre;  il  faut  donc  que  toutes  les  autres  soient  détruites  : 
doue  la  résultante  des  actions  mutuelles  primitives  exer- 
cées sur  chaque  point,  et  de  la  force  centrifuge  considérée 
alors  comme  appliquée  à  ce  point  même,  est  détruite  par 
les  liaisons. 

Soient  r  la  distance  d'un  point  quelconque  du  corps  ;'i 
Taxe,  et  T  le  temps  de  la  révolution  entière;  la  vitesse  de  ce 

2  7T  /•  ,        r  .r  4 T-  '  r      r\  ■  II 

point  sera  -—  ■>  et  la  lorce  centrifuge  •  Un  voit  quelle 

est  proportionnelle  à  la  distance  de  Taxe;  elle  est  donc  nulle' 
aux  extrémités  de  l'axe,  et  la  plus  grande  possible  pour  le 
point  le  plus  éloigné  de  l'axe. 

La  terre  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  qui  . 
comme  nous  venons  de  l'expliquer,  introduit  parmi  les 
forces  détruites  par  la  liaison  des  points,  une  force  centri- 
fuge qui  n'existerait  pas  si  elle  n'avait  qu'un  mouvement  de 
translation,  par  lequel  tous  ses  points  décriraient,  dans  un 
même  temps  infiniment  petit,  des  droites  égales  et  paral- 
lèles. Ce  mouvement  de  rotation  s'effectue  dans  86  1 6/J  se- 
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coudes,  et  l'on  a.  par  conséquent, 
T=  86164. 

A  l'équateur,  la  rotation  de  la  terre  et  la  force  centrifuge 
étant  directement  opposées  ,  la  pesanteur  a  une  valeur  égale 
à  celle  qu'elle  aurait  si  la  rotation  n'avait  pas  lieu,  dimi- 
nuée de  la  force  centrifuge.  Si  l'on  fait  d'abord  abstraction 
du  petit  changement  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la 
terre,  on  pourra  la  regarder  comme  égale  à  g  à  l'équateur, 
tt  si  1  on  appelle  (x  celle  qui  aurait  lieu  si  la  terre  ne  tour- 
nait pas  sur  elle-même,  et  qui  est  la  résultante  des  actions 
mutuelles .  on  aura 

Mais  27rr=  40000000}  donc  on  aura  à  peu  près 

\r.' r  1  ,  g 

gTr==^'  el  s  =  0~^ 

ou ■  à  très  peu  près, 

La  gravi tâbes t  donc  diminuée  environ  de  /—  de  sa  valeur 
par  la  force  centrifuge  à  l'équateur.  Et  comme  28^  est  le 
carré  de  17  et  que  la  force  centrifuge  est  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse 5  si  le  mouvement  de  rotation  était 
environ  17  fois  plus  rapide,  la  pesanteur  serait  nulle  a  l'é- 
quateur. 

Sur  un  parallèle  quelconque,  la  force  centrifuge  n'est 
pas  directement  opposée  à  l'attraction  delà  terre,  mais  elle 
change  très-peu  la  direction  de  cette  attraction  ou  de  la 
gravité,  et  la  diminution  de  son  intensité  est  sensiblement 
égale  à  la  projection  de  la  force  centrifuge  sur  la  normale 

'    l  1  î  irVc0S>        ,    .  ,  .  ..,. 

a  la  sphère,  ou — r  étant  le  rayon  du  parallèle, 
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et  X  sa  latitude.  Or,  en  supposant  la  terre  sphérique,  on 
aura 

r  =  r  cos  ). , 

et  la  diminution  de  la  pesanteur  sur  ce  parallèle  sera 


T, 


COS'  1. 


Elle  varie  de  léquateur  au  pôle  proportionnellement  au 
carré  du  cosinus  de  la  latitude.  Mais  la  terre  n'étant  pas 
tout  à  fait  sphérique,  il  en  résulte  une  autre  diminution 
proportionnelle  au  carré  du  cosinus  de  la  latitude,  et  qui 
s'ajoute  à  la  première-,  de  sorte  que  le  poids  d'un  corps 
transporté  du  pôle  à  l'équateur  diminue  de  j^-0  au  lieu  de  ^. 

CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS    DES    FORMULES     GÉNÉRALES    DU    MOUVE- 
MENT   d'un    POINT    LIBRE. 

285.  Mouvement  produit  par  une  force  dont  la  direc- 
tion est  constamment  tangente  à  la  trajectoire.  —  Dans 
une  position  quelconque  du  mobile,  les  cosinus  des  angles 

d2  x 
que  fait  la  force  avec  les  axes,  sont  proportionnels  à  -ry> 

d2  y     d1 z 

——  -,  —ry>  et,  par  hypothèse,  ils  doivent  être  aussi  propor- 
tionnels à  ceux  qui  se  rapportent  à  la  tangente  à  la  trajec- 

fî  t*     {l'y    fiz 
toire  en  ce  même  point,  ou  à  —  >  -r-»  -r*  On    devra  donc 
r  dt      dt     dt 

avoir  les  égalités  suivantes  : 


d7x 

d\r 

d7  z 

~dr 

~~d~F 

lit2 

dx 

dy 

~dz~ 

~dT 

~dT 

~dT 
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Intégrant  ces  trois  membres  el  désignant  par  c,  c,  c"  trois 
constantes  arbitraires,  il  vient 


dx  ,  dy  ,  dz 

—  =  \.e  — -=  1.  c    T  j 

r/f  ?//  c/^ 


OU 


/,  \  de  dj  dz 

(Vr  efr  de 

Intégrant  de  nouveau  et  désignant  par  a,  a\  a"  trois  nou- 
velles constantes  arbitraires,  on  obtient 

(2)  ex  +  y.  =  c'  y  +  a'  ==  c"  c  -+-  y." . 

Les  coordonnées  du  mobile  satisfaisant  à  deux  équations 
du  premier  degré,  il  s'ensuit  que  la  trajectoire  est  une 
ligne  droite. 

La  position  initiale  du  mobile  sera  un  point  de  cette 
droite.  Les  composantes  initiales  de  la  vitesse  donneront, 
au  moyen  des  équations  (1),  les  rapports  des  coefficients  c, 
c',  c".  La  droite  donnée  par  les  équations  (2)  sera  donc  dé- 
terminée, puisqu'on  connaît  sa  direction  et  un  de  ses  points. 

Ainsi ,  la  question  est  ramenée  au  mouvement  sur  une 
droite  donnée,  et  sera  traitée  comme  précédemment,  quand 
la  force  sera  connue. 

286.  Mouvement  produit  par  une  force  constamment 
normale  à  la  trajectoire.  —  La  condition  connue  pour  que 
deux  droites  soient  perpendiculaires,  donne  immédiate- 
ment, dans  le  cas  actuel,  l'équation 

dx  d"-  x        dy  d' y        dz  d2  z 
dtUt*        dt  ~dF  +  dt   ~d~F  " 

Or  le  double  du  premier  membre  est  la  dérivée  de 

/./.r  y     /dyy     idzy 

[*)  +{d7)  +  [*) 


3^4  COURS    DE    MhQMul  K. 

ou  de  f2,  v  désignant  toujours  la  vitesse;  il  en  résulte  donc 
que  la  vitesse  est  constante.  Ainsi,  en  désignant  par  v0  sa 
valeur  initiale,  on  aura 

dx-       dr*       dz-  _ 

dp  +^  ^7(F~~  ''"' 

Il  suBîra  donc  de  connaître  deux  autres  équations  pour 
que  le  mouvement  soit  déterminé.  Nous  n'en  offrirons  ici 
aucun  exemple;  nous  nous  étions  proposé  seulement  d'éta- 
blir la  proposition  générale  suivante  : 

Lorsque  la  force  qui  sollicite  un  point  matériel  est  tou- 
jours normale  à  sa  trajectoire,  le  mouvement  rie  ce  point 
est  uniforme. 

On  se  trouve  dans  les  conditions  de  cette  question  quand 
on  considère  un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
ou  une  surface  fixe  qui  ne  produit  aucun  frottement,  en 
admettant  qu'il  n'y  ait  aucune  force  autre  que  la  résistance 
de  la  courbe  ou  de  la  surface  :  le  mobile  est  alors  sollicité 
par  une  force  constamment  normale  à  sa  trajectoire,  et  son 
mouvement  sera  par  conséquent  uniforme. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  parvenir  aux  conséquences 
précédentes,  relativement  à  ces  deux  dernières  questions, 
au  moyen  des  formules  qui  expriment  la  composante  tan- 
gentielle  et  la  composante  normale  de  la  force  appliquée  au 
mobile. 

En  ell'et,  si  cette  force  est  toujours  tangente  à  la  trajec- 
toire, la  composante  normale  est  toujours  nulle ;  et  Ton  a, 
en  chaque  point, 

p* 

-  =  o ,     ou     R  =  co. 
R 

Donc  la  ligne  est  droite,  puisque  son  rayon  de  courbure  est 
infini  en  chaque  point. 

Et,  si  la  résultante  est  toujours  normale,  la  composante 
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d 2  s 

tangentielle  -— -  est  ton  jouis  nulle;  et,  par  conséquent, 

ds         ,      .  , 

—  ,  ou  la  vitesse,  a  une  valeur  constante. 

dt 

^287.  Propriété  du  mouvement  produit  par  une  force 
(fui  passe  par  un  point  fixe.  —  Lorsqu'un  point  matériel 
est  sollicité  par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un 
point  fixe  que  Ion  prendra,  pour  plus  de  simplicité ,  comme 
origine  des  coordonnées,  les  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  cette  force  avec  les  axes  doivent  être  pro- 
portionnels aux  coordonnées  ;r,  y,  z  du  point;  et,  comme 

cl  '  oc     cl  '  y     cl  ~  z 

ils  sont  proportionnels  aux  composantes  ■>  — — j  — —  de 

r     J  l  dt2       dt2      dt' 

la  force  accélératrice,   on  aura 


d-  x        d  '  r        d    z 

(0 

~dt*        ~dF       ~dT- 

x        '    y 

d'où  1  on  lire 

d:z           d'y 

•'  IF  ~ z  Ht7 

=  o, 

d-'  x            d1  z 
dt'               dt1 

d2 

x  — : 
dt 

-y7F  =  °> 

et,  en  intégrant  par  rapport  à  t, 

dz          dy                    dx            dz                    dy  dx 

(2)      y~r  —  z-r  —  ^i    z~, ■x*_r=C,   x- y— -  =  C, 

v     ;       J  dt  dt  dt  dt  dt        "    dt 

C  ,  C,  C"  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  x ,  la 
seconde  par  y,  la  troisième  par  z,  et  qu'on  les  ajoute, 
on  trouvera  l'équation  suivante  entre  les  coordonnées  du 
point  à  un  instant  quelconque  : 

Cx  -{-C'y  -h  C"s  =  o. 

Le  point  ne  sort  donc  pas  d'un  plan  passant  par  l'origine, 
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comme  on  pouvait  le  reconnaître  à  priori,  en  observant 
qu'aucune  cause  ne  tend  à  faire  sortir  le  point  du  plan  mené 
par  le  centre  d'action  et  la  direction  de  la  vitesse  initiale. 

Pour  interpréter  les  équations  (2) ,  soient  /'la  projection 
du  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  mobile,  sur  le 
plan  XY,  et  6  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x.  Nous 
supposerons  que  les  angles  croissent  de  l'axe  des  x  positifs 
vers  l'axe  des  y  positifs,  de  sorte  qu'en  se  plaçant  dans 
l'axe  des  z  positifs,  on  voit  s'exécuter  de  gauche  à  droite 
le  mouvement  du  rayon  qui  décrirait  les  angles  croissants. 
Nous  regarderons  les  aires  décrites  par  un  rayon  vecteur 
comme  croissant  dans  ce  même  sens  ;  et  il  en  sera  de  même 
pour  chacun  des  autres  axes,  relativement  aux  deux  autres 
plans. 

Cela  posé,  on  aura  l'équation  générale 


dQ  dy  dx 

tang  0  =  —  1      d'o 


dt  "  dt        *  dt 


eus2  9 


et,  par  conséquent, 


dy  dx  _      2d0__       d\" 

dt  dt  dt  dt 

en  désignant  par  1"  l'aire  décrite  par  la  projection  r  du 
rayon  vecteur  du  mobile. 

Si  l'on  désigne  de  même  par  X'  et  A  les  aires  décrites  par 
les  projections  de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  ZX  et  ZY, 
les  équations  (2)  donneront 


dl      c 

dV 

C 

dl"        C" 

dt         2' 

~dt 

2 

dt           2 

d'où 

\z=\ct,    y=\ct,  \"=±c"i, 

en  supposant  que  les  aires  commencent  avec  le  temps  /. 
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Ces  équations  montrent  que  les  aires  décrites,  à  partir 
de  cet  instant,  par  les  projections  du  rayon  vecteur  du  mo- 
bile, croissent  proportionnellement  au  temps.  Et  comme 
le  mouvement  du  point  s'effectue  dans  un  plan,  il  s'ensuit 
que  les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  du  mobile  dans 
ce  plan,  sont  aussi  proportionnelles  au  temps.  La  valeur  de 
ces  aires  peut  s'exprimer  facilement  en  observant  que  toute 
aire  plane  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  car- 
rés de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires.  On 
aura  donc ,  pour  l'expression  de  ces  aires  , 

±t\jO-hC2-hC"~2. 

Réciproquement,  si  les  aires  décrites  par  les  projections  du 
rayon  vecteur  sont  proportionnelles  au  temps,  la  direction 
de  la  force  qui  sollicite  le  mobile,  passe  constamment  par 
l'origine.  Car  alors  les  équations  (3)  auront  lieu,  et,  par 
suite,  les  équations  (2)  qui,  dilférentiées,  donneront  les 
équations  (i)-,  or  ces  équations  expriment  que  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  force  ,  et 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  droite  menée  de  l'origine  au 
point  (.r,  y,  z)  sont  proportionnels,  et  que,  par  consé- 
quent, ces  deux  droites  se  confondent. 

C'est  dans  ces  deux  propositions  réciproques  que  consiste 
le  principe  des  aires  pour  un  point  matériel. 

288.  Si  le  point  était  sollicité  par  des  forces  dirigées  vers 
deux  centres  fixes,  les  équations  (1)  ne  seraient  plus  satis- 
faites; mais  la  première  aurait  encore  lieu  en  prenant  pour 
axe  des  z  la  droite  qui  passe  par  les  deux  centres.  En  elFet, 
la  résultante  des  forces  auxquelles  le  point  est  soumis,  cou- 
pant constamment  l'axe  des  z,  ses  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x  et  des  y  sont  proportionnelles  à  ces  deux 
coordonnées;  d'où  résulte  l'équation 
il   )  di 
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et,  par  conséquent,  le  principe  des  aires  a  lieu,  dans  ce 
cas ,  pour  /ont  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  centres,  le  centre  des  aires  étant  pris  sur 
cette  droite. 

Il  est  évident  qu'il  en  serait  de  même  si ,  au  lieu  de  deux 
centres,  on  en  avait  un  nombre  quelconque  situé  sur  une 
même  droite. 

289.  Mouvement  produit  par  une  force  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur.  —  Considérons  encore  le  cas  où  la  force 
serait  perpendiculaire  à  une  ligne  passant  par  un  point 
iixe.  C'est  ce  qui  aura  lieu  par  exemple  pour  un  point  as- 
sujetti à  rester  sur  une  droite  qui  tourne  suivant  une  loi 
quelconque  autour  d'un  de  ses  points  et  dont  la  pression 
normale  est  la  seule  force  qui  sollicite  le  point. 

La  condition  donnée  sera  alors  exprimée  par  l'équation 


d2  x 

d  J  r             d  ■  z 

_ i_ 

y  — —  -+■  z  =  o 

dt' 

'      dt1              dt3 

Faisons 

x*  ■+-  X2  ■+■  z2  =  r~, 

nous  aurons,  par  la  ditférentiation, 

dx  dy  dz  dr 

x  — -  --(-  y  — — \-  z  —  =  /•  —  • 

dt  dt  dt  dt 

Différentiant  de  nouveau,  il  vient 

d-x         j  de  v-  d-  y        /,/)      -'  d    z         z  dz     ' 

''-'  dr  +  [*)  +  jr&+\*)  +l-dï+  [dt) 

d2  r        ldr\* 
~~r~dF+  \dt 

équation  qui ,  en  vertu  de  la  première ,  se  réduit  à 

d J  r        I  dr  ,2  '  ds  \ 

r  ~dt*  +  \di)    ~  \~dt 
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Nommant  w  l'angle  décrit  dans  l'espace  par  le  rayon  vec- 
teur, on  sait  qu'on  aura 

Reportant  cette  valeur  de  ds*  dans  1  équation  précédente, 
elle  devienl 

rf'r  fda 


dt  •  \  dt 


Cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  directrice  de  la  sur- 
face conique  décrite  par  le  rayon  vecteur. 

Si  l'on  donnait  la  loi  du  mouvement  angulaire  du  rayon 
vecteur  par  une  équation  entre  w  et  t,  il  serait  possible,  en 
combinant  cette  équation  avec  la  précédente,  de  déterminer 
«à  chaque  instant  la  grandeur  du  rayon  vecteur  et  l'angle 
qu  il  a  décrit.  Cette  grandeur  du  rayon  vecteur  ne  dépen- 
dant pas  de  la  nature  de  la  surface  conique  décrite,  il  s'en- 
suit que  si  l'on  développe  celle-ci  sur  un  plan,  la  courbe 
décrite  par  le  point  mobile  sera  la  même  après  le  dévelop- 
pement, quelle  que  soit  la  directrice  du  cône,  et  sera,  par 
conséquent .  la  courbe  même  que  l'on  auraitobtenue  en  lui- 
sant mouvoir  le  rayon  vecteur  dans  un  plan,  en  observant 
la  même  loi  entre  tù  et  f . 

Mouvement  curviligne  des  projectiles  pes  mis. 

290.  .Nous  allons  appliquer,  comme  dernier  exemple, 
les  équations  générales  du  mouvement  d'un  point  libre  au 
cas  des  projectiles  pesants  lancés  dans  le  vide  ou  dans  un 
milieu  résistant. 

Considérons  d'abord  un  point  matériel  pesant  qui  parte 
d'un  point  A  (fig.  63)  avec  la  vitesse  a  dans  une  direction 
AB.  Prenons  pour  axe  des  y  la  verticale  menée  par  le 
point  A  et  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  pour  axe 
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des  x  une  perpendiculaire  à  cette  droite  dans  le  plan  ver- 
tical qui  contient  la  direction  AB.  Le  mobile  ne  sortira  pas 
de  ce  plan ,  et  sa  position  sera  déterminée  par  les  deux  coor- 
données x,  y.  Les  équations  générales  de  ce  mouvement 
sont 

d1  x  d2 y 

~dF  =  °'     ~dF=~g' 

on  en  déduit 

dx  dy 

Or,  pour  t  =  o,  les  composantes  de  la  vitesse  sont 
a  cos  a,      a  sin  a, 
a  étant  l'angle  BAX.  Donc 

c  =  a  cos  a ,      r,  =  a  sin  a  , 


et  l'on  a 

dx                            dy 

-—  =  a  cos  a ,       -—  =  - 

-  gt  -f-  «  sin  a . 

Intégrant  encore,  il  vient 

x  =  at  cos  a ,     j^  =  — 

#'2 
•  2 h  «^  sin  a 

2 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constantes  parce  que,  pour  t  —  o, 
on  doit  avoir  .r  =  o  et  y  =  o. 

Or  on  aura  l'équation  de  la  trajectoire  en  éliminant    t 
entre  ces  deux  équations-,  on  trouve  ainsi 

y  z=  x  tang  a  — 


2  a2  cos2  a 


équation  qui  représente  une  parabole  dont  l'axe  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  y,  et,  par  conséquent,  vertical,  et  dont  la 
tangente  à  l'origine  est  la  direction  de  la  vitesse  initiale. 
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Los  coordonnées  //,  />  de;  son  sommet  ont  pour  valeurs 


a-  sin  a  cos  a 

h  =  . 


La  directrice  a  pour  équation 

a1 

elle  est  à  une  distance  de  A  égale  à  la  hauteur  à  laquelle  le 
corps  s'élèverait  s  il  était  lancé  verticalement  avec  la  même 
vitesse  a. 

Si  l'on  fait  y  =  o  dans  1  équation  de  la  trajectoire,  on 
trouve 

2  «-sin  a  COS  a 


C'est  1  expression  de  la  distance  AC,  on  la  nomme  \  am- 
plitude du  jet  j  elle  est  la  plus  grande  possible  quand 
a  =  45". 

291 .  Si  le  corps  était  lancé  avec  la  même  vitesse  a  dans 
des  directions  différentes,  on  aurait  différentes  paraboles 
qui  auraient  toutes  la  même  directrice.  Le  lieu  de  leurs 
sommets  s'obtiendrait  en  éliminant  a  entre  les  équations 
qui  déterminent  h  et  A;  on  trouve  ainsi 

2  fl2 

4  /■-  -+-  if t -  =  o , 

équation  d  une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  égal  à  —  •>  dirigé 
suivant  l'axe  des  y,  et  a  l'une  de  ses  extrémités  à  l'origine; 
l'autre  est  égal  à  —  ;  il  est  double  du  premier. 

292.  On  aura  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  para- 
boles correspondantes  aux  différentes  valeurs  de  a,  en  éli- 
minant cel  angle  entre  l'équation  générale  de  ces  lignes  ei 
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sa  dérivée  par  rapport  à  2,   qui  donne  tang  a  =  —  On 
trouvera  ainsi,  pour  l'équation  de  la  courbe  enveloppe, 

2g       la1 
ou,  en  désignant  par  h  la  hauteur  due  à  la  vitesse  a . 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  parabole  ayant  pour 
axe  Taxe  desj",  et  son  sommet  du  côté  des  y  positifs  à  une 
distance  h  de  1  origine.  Elle  coupe  Taxe  des  x  en  deux  points 
distants  de  l'origine  d'une  quantité  égale  à  ih. 

293.  Si  Ion  veut  déterminer  l'inclinaison  a  de  manière 
à  ce  que  le  mobile,  partant  avec  une  vitesse  a.  passe  pat- 
un  point  dont  les  coordonnées  soient  x',  y',  il  faudra  ré- 
soudre, par  rapport  à  a,  l'équation 

crj?.    ** 

y'  =  x'  tang  a - • 

là1  cos-  a 

On  en  tirera 

fl2rc  va*  —  ia'  s  y'  —  s1  x'2 

tang  a  —  v -*- 5 

gx 

I!  v  a  donc  deux  inclinaisons  qui  satisfont  à  l'équation,  si 
1  on  a 


une  seule  si 


et  aucune  si 


Or  l'équation 


eq 


a'  =  o.o"gy'  -h 

a*  <  là1  g/  -h  g-x':. 

a'  =  in1  gy'  +  g\z" 


exprime  que  le  point  donné  est  situé  sur  la  parabole  enve- 
loppe déterminée  précédemment:   et,  par  conséquent  .    le 
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problème  est  impossible  si  le  point  donné  est  en  dehors  de 
cette  courbe,  comme  il  était  facile  de  le  prévoir;  il  aura 
deux  solutions  si  le  point  est  dans  l'intérieur,  et  une  seule 
s'il  est  sur  l'enveloppe.  Dans  ce  dernier  cas,  il  est  clair 
que  le  mobile  doit  être  lancé  de  manière  à  décrire  la  para- 
bole qui  touche  l'enveloppe  en  ce  point,  et  c'est  ce  que 
l'on  reconnaît  facilement  d'après  la  valeur  de  tang  a,  qui  se 

,j    .  \    a 

réduit  a  — -■ 
gx' 

294.  Mouvement  dans  l'air.  —  La  trajectoire  du  mo- 
bile dans  un  milieu  résistant  sera  toujours  comprise  dans 
le  plan  vertical  mené  par  la  direction  de  la  vitesse  initiale. 
Les  forces  qui  solliciteront  le  mobile  à  chaque  instant  se- 
ront la  pesanteur,  et  la  résistance  du  milieu  ,  que  nous  sup- 

poserons  encore  représentée  par  "—■<  et  qui    sera   dirigée 

suivant  la  tangente,  en  sens  contraire  du  mouvement.  La 
composante  horizontale  de  cette  force  sera  donc  tougexurs 
dirigée  dans  le  sens  des  x  négatifs  5  sa  composante  ver- 
ticale sera  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  ou  des  y  négatifs, 
quand  le  mobile  montera;  et  dans  le  sens  contraire  auand 
il  descendra. 

Nous  avons  vu  que  l'accélération  du  mouvement  de  la 
projection  d'un  point  sur  une  droite  quelconque  était  due  à 
la  force  estimée  parallèlement  à  cette  droite.  Ordinairement 
ou  considère  les  projections  de  ce  point  sur  des  droites 
rectangulaires;  mais  on  peut  les  prendre  obliques  s'il  y  a 
quelque  avantage,  parce  que  le  mouvement  d"u  point 
complètement  déterminé  quand  on  connaît  celui  de  ses 
projections  orthogonales  sur  trois  droites  formant  un  angle 
solide  quelconque,  ou  simplement  sur  deux  droites  si  la 
trajectoire  est  plane 

Dans  la  question  actuelle,  nous  supposerons,  avec  M.  Co- 
riolis,  qu'à  un  instant  quelconque  la  force  soit  estimée  suc- 

'•  23 
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cessivement  suivant  une  parallèle  à  1  axe  des  x  et  suivant  la 
normale  à  la  trajectoire.  Ces  deux  forces  ne  seront  pas  les 
composantes  de  la  première,  et  la  direction  de  la  seconde 
est  variable  j  mais  elles  donneront  l'accélération  dans  le 
sens  de  la  normale  et  de  l'axe  des  x,  et  il  en  résultera  deux 
équations  du  mouvement.  Elles  pourront  remplacer  celles 
que  Ion  obtiendrait  en  projetant  la  résultante  sur  les  deux 
axes,  auquel  cas  on  aurait  bien  les  deux  composantes  de 
cette  force-,  mais  elles  seront  beaucoup  plus  simples,  parce 
que  la  résistance  et  la  pesanteur  n'entreront  pas  a  la  fois 
dans  la  même  équation ,  vu  que  les  deux  directions  que  nous 
avons  choisies  sont  perpendiculaires  respectivement  aux  di- 
rections de  ces  deux  forces. 

Si  l'on  désigne  par  v  la  vitesse,  et  par  a  l'angle  que  fait 
sa  direction  avec  l'axe  des  x ,  et  que  l'on  observe  que 

d*  x        d .  v  cos  a 


dt2  dt 


les  forces  estimées  parallèlement  à  l'axe  des  x  donneront 
l'équation 

.  (/.ecosa  g 

(l)  ; =  —  yr^COSX. 

dt  k- 

Les  forces  projetées  sur  la  normale,  dirigée  du  point  que 
l'on  considère  vers  le  centre  de  courbure,  se  réduisent  à 
g  cos  y.  \  et  la  composante,  dans  cette  direction,   a   pour 

expression  générale,  -,  p  étant  le  rayon  de  courbure.  D'ail- 
leurs, cly.  étant  négatif,  ou  a 


u   — 

-  dy. 

i 

on 

aura 

donc 

cette 

seconde 

éq 

aalion 

dv. 

(*) 

g  cos  a  : 
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OU 

d« 

s  cos  a  =  —  v  -— 
dt 

ou  encore 

dsdy. 

g  COS  y.  —  ■          • 

Les  équations  (i)  et  (3)  sont  celles  dont  M.  Cauchy  fai- 
sait usage  dans  son  cours.  Mais  il  obtenait  la  seconde  par 
une  élimination  entre  les  équations  provenant  des  forces  es- 
timées parallèlement  aux  deux  axes.  La  manière  dont  nous 
y  sommes  parvenus,  et  qui  est  due  à  M.  Coriolis,  est  plus 
directe  et  plus  simple-,  elle  est  fondée  sur  cette  considéra- 
tion ,  souvent  utile,  que  Ton  peut  estimer  les  forces  suivant 
des  directions  variables,  et  que  l'on  doit  choisir  celles  qui 
conduisent  aux  calculs  les  plus  simples. 

L'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d.  v  cos  a  s     ,  s   , 

=  —  T-  Wlt  —  —  T-  <ls  l 

v  cos  a  a  ■'  h  '■ 

i  donne  .  en  intégrant, 

I.  v  cos  x  =  —  —  4-  C. 

Soient  a  ci  0  les  valeurs   initiales  donnée-,  de  v  eJ    z-  on 
aura 

1.  a  cos  0  —  C, 
•  •t .  par  suite, 

v  cos  x  gs 

a  cos  &  / 

ou 

—  À~;       dx 

v  cos  x  =  a  c<. 'S  9.e         =  — -• 
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quation  (2) ,  donne 

(4)  —  = (L-e^A. 

cos3  a  a7  cos2  ô 

Cette  équation  ne  renfermant  que  «et5,  est  eelle  de  la  tra- 
jectoire. Si  pour  l'intégrer  on  pose 

tauga=/?, 
elle  devient 


(5)  dpJi-hp'  = e  k   ds . 

K    '  *   y  H  a2  cos2  6 

d'où  Ton  tire 

k,     le. 

(6)  p^l+p*+\.{p  +  Jt+p*)  =  —  —-^ek    -+-y, 

y  étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  déterminera  en 
faisant  s  =  o  ,  p  =  tango;  ce  qui  donne 

7  =  tango  \ji  -Mang2ô  4-  1.  (tango -+-  \j  1  -+-  tang2&)  -+- 


a7  cos2  &" 


mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  conserverons  y  dans 
les  formules. 

Cette  équation  fait  connaître  s  quand  p  est  donné;  mais 
elle  est  peu  commode  pour  la  construction  de  la  courbe,  et 
nous  allons  introduire  x  et  y  au  lieu  de  s.  Or  on  a 

dx  = 


et  l'équation  (5)  donne,  par  suite, 


2#> 

a1  cos'  6 rr  , 

t      K    dp. 


Si  l'on  élimine  l'exponentielle  au  moyen  de  l'équation  (6) 
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\l  \  ienl 

*=---r— — -;lp   , N    , 

p  s  ,  +  />i  _j_  l.(^+  ^1+^)  —  j 
el  comme  </>  —  p</x .  on  aura 


/'  S  1  -+-  p  '  +  1.  ( P  +  >/ 1  -h  />')  —  7 

si  l'on  intègre  par  approximation  les  seconds  membres  d< 
ces  deux  équations,  on  aura  x  et  )  pour  chaque  valeuj 
»!<•  /'-.  ce  qui  donnera  autant  de  points  »pic  l'on  voudra  de  la 
trajectoire. 

Pian  savoir  à  quel  instant  le  mobile  passera  par  un 
quelconque  de  ces  points,  il  faut  connaître  /  en  fonction 
de  /». 

<  >,  la  seconde  équation  (3)  donne 


/         dsdx. 

dt=  1/ 

y  cos  y. 


in .  en  remettant  la  valeur  de  ds  tirée  de  1  équation  (4)>  cl 
»bsei  \  anl  «pic  <lt  el  </ y.  sonl  de  signes  contraires . 

gs 
a  cos  0    —  r     rfa  a  cos  0    —  £i 

£  cos*  a"  g- 

Donc  enfin  .  en  éliminant  l'exponentielle  au  moyen  *  1  «  -  I  é 

quation  ((>) , 

9       *=-: 


[— />  s  .~-+-r  -  1.  (/>  ■+■  s  1  +/>»)  +  7p 


Ainsi  le  problème  est  ramené  à  intégrer  par  approximation 
Ponctions  données  d'une  seule  variable. 

!..i  \it<-M    i'u  mobile  peul   s'exprimer  exactement  en 
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fonction  de  p.  Si  l'on  ajoute  les  valeurs  de  r!x-  et  <7>2,  puis 
qu'on  les  divise  par  celle  de  rft%  on  aura 


v  —  .p  V*1  +  A2  ~  i-  (/>  +  s/1  -+- 


/>V 


Le  sommet  de  la  courbe  s'obtiendra  en  faisant  p  =  o;  mais 
la  courbe  ne  sera  plus  symétrique  par  rapport  à  la  verticale 
menée  par  ce  point.  On  aura  l'amplitude  du  jet  en  faisant 
y  =  o  5  elle  sera  moindre  que  dans  le  cas  précédent,  et  son 
maximum,  relativement  à  0.  correspondra  à  un  angle  plus 
petit  que  4 '5  degrés. 

295.  La  branche  descendante  de  la  trajectoire  est  indé- 
linie  et  a  une  asymptote  verticale ,  comme  nous  allons  le  dé- 
montrer. 

On  peut  d'abord  conclure  de  l'équation  (9)  que  p  aug- 
mente indéfiniment.  Carie  dénominateur  du  second  mem- 
bre est  composé  de  termes  positifs,  puisque  p  est  négatif  ; 
il  ne  devient  donc  nul  pour  aucune  valeur  de  p,  et  l'inté- 
grale ne  pourrait  croître  indéfiniment  si  p  était  limité;  d'où 
il  résulterait  que  le  temps  aurait  une  limite,  ce  qui  est  ab- 
surde. Ainsi ,  la  tangente  à  la  trajectoire  tend  indéfiniment 
à  devenir  verticale. 

Si  maintenant  on  pose  p=  — q  pour  expliciter  le  signe, 
et  qu'on  suppose  que  q  soit  déjà  devenu  très-grand,  on 
pourra  remplacer  \J 1  -+-  q*  par  q,  et  négliger  y  et  \.p  par 
rapport  à  q,  ce  qui  donnera 

g-    g7  '  s    9  ' 

intégrant  à  partir  d'un  point  ayant  pour  coordonnées  Xu 
jj,  il  vient 

lr  (  I  I  \  k>         q 

x  —  xt  =  — ,    j,  -—  y  =  —  1.  —  ) 

g  V/i        7/  g        '/. 
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y,  désignant  la  valeur  de  q  au  point  dont  les  coordonnées 
son! 

La  seconde  de  ces  équations  montre  que  la  valeur  néga- 
tive de  y  augmente  sans  limite,  et  que,  par  conséquent,  le 
point  descend  indéfiniment.  La  première  apprend  que  x  a 

pour  limite  xt  -+-  — )  et  que.  par  conséquent,  la  courbe  a 

pour  asymptote  la  verticale  correspondante  à  celle  valeur 
de  x. 

.Mais  comme  on  a  négligé  certains  termes,  celte  limite 
n'est  pas  précisément  1  abscisse  de  l'asymptote;  et,  pour 
l'avoir,  il  faudrait  intégrer  la  valeur  de  dx  jusqu  à  p  =  00  . 

Quant  à  la  valeur  finale  de  la  vitesse,  l'équation  (10), 
dans  laquelle  rien  n'a  été  négligé,  donne  A2  pour  limite  du 
second  membre,  à  mesure  que/?  augmente.  La  vitesse  du 
mobile  tend  donc  indéfiniment  vers  celle  qui  rendrait  la  ré- 
sistance égale  à  son  poids,  et  le  mouvement  s'approche  de 
plus  en  plus  de  l'uniformité. 

296.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l'angle  de  projec- 
tion rj  est  très-petit.  Le  point  ne  s  élève  alors  qu  à  une  très- 
pelite  hauteur  au-dessus  de  l'axe  des  x,  et  la  tangente 
étant  très-peu  inclinée  sur  cet  axe,  on  pourra  négliger  p2. 
'•t  l'on  aura  ainsi 

ds  =  dx  ,     et     s  =  x. 

L'équation  (5)  se  réduit  à 


d'où  1  on  tire 


dx  a'  cos2  0 


p  =  —  —    c        -+-  L. 

1a2  cos;  0 


et  comme  on  doit  avoii  en  même  temps  x  =  o,  p  =  tang  £, 
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il  en  résulte 

C  =  tant»  6  H , 

b  2rt2COS26 

et ,  par  suite 

/  ^^x 
dy  *'  -tr 

v  —  ~  =  tang  & U      - 

c/x  2  a-  cos-  9   x 

intégrant  et  observant  qu'on   doit  avoir  à  la  fois  x 
y  =  o,  il  vient 


j  =  .r     tang  0  -+- 


i  ci :  cos-  0  /        4 & rt ' cos" C) 
L'équation 


— -  =  «  cos  G .  e 
<7f 


donne,  en  remplaçants  paix. 


'I-1         ..   .  ^  ' 


dt  =  -,      d'où 


a  cos  9  g«  cos  9 


(£-) 


Si  l'on  connaît  des  points  par  lesquels  passe  le  mobile,  par 
exemple  celui  où  il  rencontre  le  sol,  il  en  résultera,  entre 
les  constantes,  des  équations  qui  pourront  servir  à  les  dé- 
terminer. 

297.  Du  mouvement  produit  par  une  force  dont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  sont  les  dérivées  par- 
tielles d'une  même  jonction  de  x,  y,  z.  —  Si  l'on  désigne 
par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  motrice  qui  solli- 
cite un  point  matériel  dont  la  masse  est  l'unité  ,  les  équa- 
tions gciiérales  de  son  mouvement  seront 

d'x  _  ri-  y  _  d1  z  _ 

^~x'     -JF-^'    17F-£- 
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Si  1  on  ajoute  ces  équations,  après  avoir  multiplié  la  pre- 

dx     ,  ,  dy  ,  .  . , 

miere  par  i —•>  la  seconde  par  2 -^-*  et  la  troisième  par 

dz    . . 
2  —■>  il  vient 
dt 

dx  d2  x  dy  d2  y  dz  dl  z 

o U  2  —    - 1-2 

~  dt    dt2  dt    dt2  dt    dt2 

(dx  dy  dz 

X  —  H-Y-f+Z- 
dt  dt  dt 

et,  m  observant  que  l'équation 


do 


il  ne 


(iMinr 


c/i.'  d     /  dy  d-  y  r/s  rf1  Z  «/.  i' 

r/f    rfr:  '  dt    dt2  dt   dt-       "    dt 


pn  aura 

rf.c5  /      tlx  dy        „dz 

i  -j-=  2    X  —  -+-  Y-/  +  Z- 

Et  comme  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction  F  [x,y,  z),  on  aura 

v  dx  _,  v  dy   .   y  '/z      1?  (*'  ->'>  B) 

dt  dt  dt  dt 

et  l'équation  précédente,  intégrée  entre  deux  limites  quel- 
conques ,  donnera 

(2)  v2—  *'=aF(tf,  y,  z)-  2F  i> ,  b,  c), 

a,  &,  c,  A  désignant  les  coordonnées  du  point  et  sa  vitesse 
à  la  première  limite. 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  où  X<7.r  -(-Y  dy  -\-rLdz  est 
la  différentielle  d'une  certaine  fonction  de  oc,  y,  z  consi- 
dérées comme  variables  indépendantes,  m  un  point  maté- 


riel  est  sou;  tion  de  forces  dont  les  composantes  to- 

tales parallèles  aux  axes  soient  X.  ^.  Z.  1  accroissement 
du  carré  de  sa  vitesse,  en  passant  d  un  point  à  un  autre 
quelconque,  pourra  s'exprimer  au  moyen  des  coordonnées 
de  ces  deux  points,  quelles  que  soient  la  direction  et  la 

tndeur  de  sa  vitesse  au  premier  point,  quelque  temps 
qu  il  mette  pour  parvenir  au  second,  et  quelque  ligne  qu'il 
décrive  entre  les  deux. 

On  peut  dire  plus  généralement,  d'après  l'équation  (2), 
que  si  le  mobile  part  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
dont  1  équation   serait  i  ,  z)  =  C  avec  une  vitesse 

connue  À  dans  une  direction  arbitraire;  lorsqu'il  arri- 
vera en  un  point  de  la  surface  avant  pour  équation 
F  (.r .  y.  z)  =  C.   sa  vitesse   v  peut   être  déterminée  de 

tndeur  d  après  ces  seules  données,  et  indépendamment  du 
temps  employé,  de  la  ligne  décrite,  et  du  nombre  de  fois 
que  ce  point  traverse  successivement  la  seconde  surface. 

{/équation  générale  de  ces  surfaces  remarquables  étant 
F  (jr,  y,  z)  =  C,*  C  désignant  une  constante  arbitraire, 
elles  auront  la  même  équation  différentielle 

Xdx-hYdf  +  Ldz  —  o. 

Cette  équation  exprime  que  les  deux  directions  dont  les 
UQgles  avec  les  axes  ont  de-  cosinus  proportionnels  respec- 
tivement à  X.  Y,  Z,  et  ux .  tly .  dz.  sont  perpendiculaires 
l'une  sur  1  autre.  D'où  l'on  conclut  que  la  force  dont  les 
composantes  S'uit  X.  "\  .  Z  est  normale  à  telle  de  ces  sur- 
•  qui  passe  par  le  point  que  l'on  considère. 

Ainsi  les  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  que  nous 
avons  démontrée,  sont  perpendiculaires  à  la  force  qui  sol- 
lieiterait  le  mobile  place'-  en  un  quelconque  de  leurs  pou 
de  sorte  que.  si  elles  étaient  résistantes,  ce  mobile  serait  en 
équilibre,  en  quelque  point  de  ces  surfaces  qu'il  fui  posé. 

On  leur  donne  le  nom  <!■  niveau. 


Phi  -      -  I   v  I  1 

Si  la  fonction  1  peut  se  pour 

des  valeurs  réelles  et  finies  de  .r.  )  .  a,  deux  surfaces  de  ni- 

.u  ne  pourront  é\  îdemment  avoir  aucun  point  commun. 
Dans  le  cas  contraire,  comme  on  peut  le  voir  dans  un  Mé- 
moire de  M.  Bertrand,  le  point  matériel  n'aura  pas  tou- 
jours la  même  vitesse  en  revenant  à  une  même  surface  de 
niveau;  il  faudra,  pour  cela,  qu  il  ait  traversé  un  nombre 
pair  de  fois  chacune  des  surfaces  de  niveau  par  lesquelles  il 
passera  avant  de  revenir  sur  celle  d'où  il  était  parti. 

298.  Si  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  point 
était  constamment  normale  à  la  ligne  qu'il  décrit,  on  au- 
rait 

X  dx  +  V  dy  -+-  Zdz  =  o  ; 

la  fonction  F  se  réduirait  donc  à  une  constante,  et  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (i)  serait  nul;  doù  il  résulte 
([in*  1  on  aurait 

e-  —  A2=  o. 

Ainsi,  comme  nous  l'avions  déjà  vu,  la  vitesse  d'un  point 
est  constante  lorsque  la  force  qui  agit  sur  lui  est,  «à  chaque 
instant,  normale  à  la  direction  de  son  mouvement. 

D'où  il  résulte  qu'un  point  qui  se  meut ,  sans  frottement, 
sur  une  courbe  ou  une  surfac;-  fixe,  et  qui  n'est  sollicité 
par  aucune  force  extérieure,  conserve  constamment  la 
même  \  itesse. 

Si  la  résultante  est  normale  à  la  trajectoire,  en  quelques 
points  seulement,  on  a,  en  ces  points, 

Xc/x  -(-  Y  dy  -+-  Z  dz  =  o  ,     ou     d .  v '  =  o. 

Donc,  en  général,  la  vitesse  du  mobile  \  sera  maximum  ou 
minimum. 

21)9.  Si,  outre  les  forces  normales  à  la  trajectoire,  il  en 
existe  d'autres  dans  des  directions  quelconques,  les  pre- 
mières di  >paraîti  ont  toujours  du  se<  ond  nu  tnbre  de  1  équa^ 
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tion  (i),  et  si  les  autres  sont  telles,  que  leurs  composantes 
totales  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées  partielles  dune  fonction 
des  variables  .r,  y,  z,  considérées  comme  indépendantes, 
on  parviendra  de  même  à  l'équation  (2). 

Ainsi,  la  proposition  précédente  a  lieu  pour  un  point 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe , 
et  sollicité  en  outre  par  des  forces  telles,  que 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

soit  une  différentielle  exacte  par  rapport  àï,  j,z,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  un  frottement  ou  la  résistance 
d'un  milieu  ;  car  ces  forces  ne  seraient  môme  pas  des  fonc- 
tions données  de  .r ,  y,  z. 

300.  L'expression  X dx  -+-  Y dy  -f-  Z  dz  est  une  diffé- 
rentielle exacte  toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent 
sur  le  point  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  ,  et  que  leurs 
intensités  ne  dépendent  que  de  la  distance  du  point  à  ces 
divers  centres. 

En  effet,  soient  a,  £,  c  les  coordonnées  constantes  de 
l'un  quelconque  de  ces  centres;  .r,  y,  z  les  coordonnées  va- 
riables du  mobile,  /  leur  distance,  et  R  une  fonction  de  r 
qui  exprime  la  force  qui  agit  sur  le  point  donné  suivant  la 
droite  qui  le  joint  au  centre  que  l'on  considère.  Les  com- 
posantes de  cette  force  seront 

„  a  —  x        ^  b  —  y        _   c  —  z 
R ,      R -,      R  , 


si  elle  est  attractive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  si 
la  force  était  répulsive;  ce  que  l'on  pourrait  effectuer  en 
changeant  seulement  R  de  signe.  Les  ternies  qui  provien- 
dront de  cette  force  dans  l'expression  Xr/.r  -j-  Y dy  ■+-  ILdz 
seront  donc,  dans  le  premier  cas, 


R[- 


x)  dx  -}-{/'  —  y)  dy  -f-  (c  —  z)  dz 
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Or  on  a 

(a  —  xy  +  {b—Xy  +  (c  —  zy  =  r\ 
d'où 

(t  —  x)  dx  -+-  [b  —  y)  dy  -+-  (c  —  z)  dz  =  —  rdr, 

rui  réduit  l'expression  précédente  à  — Jxdr.  Elle  de- 
vrait être  changée  en  -t-R<7r  dans  le  cas  d'une  force  ré- 
pulsive. 

Si  l'on  fait  le  même  calcul  pour  les  forces  R',  R",  etc. ,  re- 
latives aux  autres  centres  fixes,  on  trouvera 

X  dx  ■+-  Y  dy  +  Z  dz  ==  qz  R  dr  qz  K' dr'  =p  R"  dr"  -t- .  .  . , 

ce  qui   est  une  différentielle  exacte  relativement  aux  va- 
riables indépendantes  x,y,  z,  puisque  R  est  une  fonction 
de  r.  IV  de  /',  etc. 
On  aura  donc 

///:.>-  —  #')  =  ZJZ    !      Rdrqz    I        R'dr'qi..., 

;-0,  r'  ,  etc.,  étant  les  valeurs  de  r,  r',  etc.  ,  correspon- 
dantes à  la  première  position.  D'où  l'on  voit  que  l'accrois- 
sement du  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  la  somme  des  ac- 
croissements qui  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait 
seule  sur  le  mobile,  pendant  qu'il  passe  de  l'une  des  posi- 
tions à  l'autre. 

301  .  Si  le  point  était  sollicité  par  une  force  constamnuni 
perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  et  dépendant  uniquement 
de  la  distance  à  ce  plan,  les  mêmes  conséquences  auraient 
lieu  parce  que  ce  n'est,  à  proprement  parler,  que  le  cas 
particulier  où  l'un  des  centres  se  serait  transporté  à  l'infini 
dans  une  direction  déterminée.  Mais  il  esl  bon  dr  faire  di- 
rectement le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  peul  se  mettre  sons  la 
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forme 

.i-  COS  x  -+-  y  cos  '>  -\-  z  cos  7  —  /'  =  o, 

a,  0,  y  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la  direc- 
tion de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan, 
et  p  la  longueur  de  cette  perpendiculaire.  Soit  u  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  ce  plan,  du  point  dont  les  coor- 
données sont  x ,  y,  z,  on  aura 

u  =r  x  cos  a  -+-  y  cos  £  -h  z  cos  7  —  //. 

Les  composantes  de  la  force  U  qui  agit  sur  ce  point  seront 

TJcosa,  Ucos3,  UC0S7,  ou    — Ucosa,  — Ucos£,   — UCOS7. 

Les  termes  que  cette  force  introduira  dans  l'expression 
Xdx  -+-  Ydy  -+-Zdz  seront,  dans  le  premier  cas, 

U  (dx  cos  a  H-  dy  cos  £  -+-  dz  cos  7) ,      ou     U  du  ; 

et,  dans  le  second,  —  \]du  :  ils  forment  donc  toujours  une 
différentielle  exacte  dune  fonction  de  x,  y,  z,  puisque  U 
n'est  fonction  que  de  u  seulement. 

Si  la  force  était  toujours  dirigée  vers  le  plan,  elle  chan- 
gerait de  sens  lorsque  le  point  changerait  de  côté  par  rap- 
port à  ce  plan;  les  cosinus  de  a,  S,  y  changeraient  alors  de 
signes,  et  il  faudrait  v  avoir  égard.  îl  faut  encore  observer 
que  la  valeur  de  u  est  positive  quand  le  point  n'est  pas  du 
même  côté  que  l'origine,  et  négative  quand  il  est  du  môme 
côté,  de  sorte  que  les  accroissements  de  u  sont  toujours  po- 
sitifs dans  le  même  sens. 

Quand  il  s'agira  de  la  pesanteur,  et  que  les  espaces  par- 
courus seront  très-petits  par  rapport  au  rayon  de  la 
la  force  peut  être  considérée  comme  perpendiculaire  à  un 
pian  horizontal;  mais  elle  est  constante  de  grandeur  et  d<' 
direction,  de  quelque  côté  que  soil  situé  le  point  par  rap- 
port à  ce  plan.  En  le  prenant  pour  plan  des  x  et  v\  et  pre- 
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nant  1  axe  tics  z  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  un  a 

X  =  o,     Y  =  o ,     Z  =  —  gm . 
L'équation  !  i)  devient 


,/..•■-■ 

dz 

—  0.2  — 

dt  ~ 

" 

doù 

PJ—  **  =  1g  (/*  —  «), 

en  désignant  par  h  la  hauteur  de  z  correspondante  à  la 
vitesse  k.  Les  surfaces,  dont  l'équation  générale  était 
F  (.r, y,  z)  =  o,  sont  ici  des  plans  horizontaux,  et  Ton 
voit  qu'un  point  matériel  libre,  ou  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe,  et  qui  part  d'un  point 
quelconque  d'un  plan  horizontal  donné,  avec  une  cer- 
taine vitesse,  parviendra  h  un  plan  horizontal  quelconque 
avec  une  vitesse  qui  ne  dépendra  nullement  de  la  courbe 
qu  il  aura  suivie  pour  y  arriver,  mais  seulement  de  la  dis- 
tance de  son  point  de  départ  à  ce  plan. 

CHAPITRE  V. 

MOUVEMENT    D'UN    POINT    SUR    UNE    COURRE    FIXE. 

302.  Considérons  maintenant  un  point  mobile  qui  ne  soit 
pas  entièrement  libre,  mais  qui  soit  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  fixe  donnée,  dont  les  équations  soient 

'     •'•,  X,  z)  =  o,      F,  './:,   r,   z)~n. 

Supposons  que  le  point  n'éprouve  aucun  frottement  sur 
cette  courbe,  et  que,  par  conséquent)  1  action  qu'elle  exerce 
se  trouve  comprise  dans  le  plan  normal.  Soient  i\  la  forci; 
normale  inconnue  produite  sur  l'unité  de  masse  par  la  ré- 
sistant  de  I  i  i  ourbe,  et  /,  </,  v  le  Ile  fail  a 
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les  axes  ;  le  seul  effet  de  la  courbe  sur  le  point  étant  de  pro- 
duire cette  force,  on  peut  faire  abstraction  de  la  courbe  si 
l'on  introduit  cette  force-,  en  la  réunissant  à  celles  qui  sont 
données ,  le  point  pourra  donc  être  considéré  comme  libre, 
et  les  équations  générales  de  son  mouvement  seront,  en 
désignant  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice, 

Cl  '  3C  (l      \'  Ci  ^  Z 

-—  =  X  +  N  cos  ï  ,     —~  =  Y  -+-  N  cos  n ,     — -  =  Z  +  N  cos  v. 

La  direction  déterminée  par  les  angles  X  ,  p. ,  v  étant  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  on  aura 

dx  cos  \  -f-  dy  cos  u.  -f-  dz  cos  v  =  o , 
et,  de  plus, 

cos-  X  -+-  COS2  \K  -h  COSa  v  =  I  . 

On  a  donc  sept  équations  entre  les  huit  quantités  x,  y^  z, 
X,  p.,  v,  N,  t\  et  il  sera  toujours  possible  d'exprimer  les 
sept  premières  en  fonction  de  t.  Quand  on  y  sera  parvenu  , 
tout  ce  qui  se  rapporte  au  mouvement  du  point  sera  dé- 
terminé. 

Lorsque  l'on  a 

\dx  ■+-  Y  dy  -+-  Zdz  =  rl.tp  (x ,  y,  z), 


=  d.<f(x,  y,z), 


les  équations  précédentes  donnent 

dxd*x  -+-  dyd'y  -+-  dzd2z 
d? 

et,  en  intégrant, 

dx"1  -f-  dy'  -4-  dz7 

— =  2f(jj  y,  z)  +  C=  v\ 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  valeur  de  la  vitesse  v 
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au  point  de  départ.  D'ailleurs,  les  équations  de  la  courbe. 

■lues  par  rappoi  L  à  x  cly,  donneront. 

•r=/(z)>      f=f>{z)- 
L  équation  précédente  deviendra  donc 

^i{i+[/'(«ll,  +  [/1,(*)f}  =  aT[/(»), /,(«),    *]+C; 

d'où 

dt  =  rlzty  (z), 

ty  (s)  désignant  une  fonction  connue  de  z\  on  tirera  de  là 

t  =fdz$  (z)  -+-  e, 

C  étant  déterminé  par  la  valeur  initiale  de  z.  On  connaîtra 
donc  ainsi  z  en  fonction  de  /,  et,  par  suite,  x  et  y  le  se- 
!  nui  d'après  les  équations  de  la  courbe. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  ILdx  -+-  Y dy  -f-  Z dz  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  le  problème  est  ramené  aux  quadratures 

303.  Pression  exercée  sur  la  courbe.  —  Désignons  par  T 
la  composante  tangentielle  de  la  force  appliquée  à  l'unité 
de  masse  du  mobile;  par  Q  sa  composante  normale.  Le 
point  pouvant  être  considéré  comme  libre,  après  l'intro- 
duction de  la  force  N  produite  par  la  courbe,  -ou  — 

sera  égal  à  T:  et  une  force  égale  à  -  •.  dirigée  vers  le  centre 

de  courbure,  ou  la  force  centripète,  sera  la  résultante  des 
«leux  forces  normales  Q  et  V  Donc  N ,  ou  la  force  pro- 
duite par  la  courbe,  sera  la  résultante  de  la  force  centripète 
et  d'une  force  égale  et  contraire  à  Q.  Et,  par  conséquent , 
la  force  égale  et  contraire,  ou  la  pression  exercée  sur  lu. 
courbe,  et  détruite  par  elle ,  est  la  résultante  de  la  force  Q 
et  de  la  force  centrifuge.  Elle  se  réduirait  à  la  force  centri- 
fuge si  la  force  Q  était  nulle. 

>4 


3^0  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

Toutes  ces  forces ,  que  nous  avons  supposées  rapportées 
à  l'unité  de  masse,  se  rapporteraient  à  la  masse  m.  en  les 
multipliant  par  m. 

La  direction  de  la  pression  exercée  sur  la  courbe  se  dé- 
terminera facilement,  connaissant  sa  valeur  et  celle  de  ses 
composantes. 

Application  au  cas  A  un  point  matériel  pesant. 
304.   Soient 

les  équations  de  la  courbe  fixe  sur  laquelle  doit  se  mouvoir 
un  point  matériel  soumis  à  l'action  seule  de  la  pesanteur. 
Désignons  par  ]N  la  force  normale  que  produit  à  chaque  in- 
stant la  résistance  de  la  courbe  rapportée  à  l'unité  de 
masse  \  par  /,  y.,  v  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  les 
axes,  et  supposons  l'axe  des  z  vertical  et  en  sens  contraire 
de  la  pesanteur.  Les  équations  du  mouvement  du  point 
seront 

(t-*  ,       d'y      ^  d'  "• 

=:  Ps  cos  f. ,       — —  =  I\  COS  U.  ,       — —  =  —  s  -f-  IN  COS  V. 

dt"-  dO  r  dt- 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  idx ,  la  seconde  par  idj  . 
la  troisième  par  idz,  et  qu'on  les  ajoute,  il  vient 

f/.c2=r  —  igdz;      d'où      c'=  2»3  +  C. 

La  constante  C  se  déterminera  d'après  la  valeur  /  de  la 
vitesse,  pour  z  —  h,  et  l'on  aura 

Si  l'on  remplace  u2  par  sa  valeur 

dx*-  -+-  dy7  +  dz> 

dp  ' 
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OU 

—•{i -HP  (.)]•  + [/'(.)]■}, 

il  vient,  en  résolvant  par  rapport  à  £,  et  supposant  que  le 
point  descende,  et  que,  par  conséquent.  —  soit  négatif, 


dt  =  _  dW'-KF'WP  +  L^W 

\  /.  •'  -r  2  or/*  —  2  g'Z 

De  celte  équation  on  tirera  l  en  fonction  de  z  •  si  l'on  peut 
la  résoudre  par  rapport  à  z,  on  aura,  pour  chaque  valeur 
de  /,  la  valeur  de  z,  et,  par  suite,  de  x  et  y  :  le  problème 
sera  donc  complètement  résolu.  Mais  lors  même  que  l'on 
ne  pourrait  intégrer  l'expression  précédente,  on  connaîtrait 
la  vitesse  en  chaque  point,  par  suite  la  force  centrifuge,  et 
enfin  la  pression  exercée  sur  la  courbe,  qui  est  la  résul- 
tante de  la  force  centrifuge  et  de  la  composante  normale  de 
la  pesanteur. 

On  remarquera  que  si  s  reste  la  même  fonction  de  z, 
quoique  la  courbe  change,  ds*,  et,  par  suite  r2,  est  ex- 
primé par  la  même  fonction  de  z,  et  le  mouvement  sur  la 
courbe  est  le  même.  Ainsi ,  en  enveloppant  sur  un  cylindre 
vertical  quelconque,  le  cylindre  projetant  dune  courbe,  le 
point  pesant  passera,  aux  mêmes  époques,  par  les  points 
correspondants. 

305.  Effectuons  ces  calculs  dans  le  cas  où  la  coin  bi- 
donnée est  un  cercle  vertical.  Prenons  l'axe  des  x  dans  ce 
plan  et  tangent  au  point  le  plus  bas  du  cercle,  il  en  résul- 
tera, pour  les  équations  de  cette  courbe. 


r  =  °j    .v*-hz:- 

n.az  —  o , 

étant  son  rayon.  On  en  tirera 

(/.yl           (jx1  +   (fa 

ri-            riz 

i/f               d'r               2  a 

3  —  2:       fit* 
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et  l'équation 
devient 


a1  dz: 

2  az  —  s-  '  r/T 

d'où  Ion  tire 


=  /'-'-}-  2gA   —  2^3, 


rt  adz 
dt  = 


\  %(iz  —  z-  y A2  -\-  igh  —  igz 

on  prendra  le  signe  —  quand  le  point  descendra  ,   et  lo 
signe  -f-  quand  il  montera. 

Le  carré  de  la  vitesse  ayaut  pour  expression 

**+  igh  —  igz 

sera  maximum  pour  z  =  o,  c'est-à-dire  au  point  le  plus 
bas,  et  cette  valeur  sera 

La  vitesse  deviendra  nulle  quand  on  aura 

k7  +  2gh  —  7.gZ  =  o,      ou       z  =  n  -{ •> 

pourvu  que  l'on  ait 

h  H <  i  a  ; 

2.B 


car  .z  ne  peut  surpasser  le  diamètre  du  cercle.  Dans  cette 
hypothèse,  le  point  parvenu  à  cette  hauteur  redescendra  , 
sa  vitesse  deviendra  nulle  de  l'autre  côté  pour  la  même 
valeur  de  z,  et  ce  mouvement  d'oscillation  se  continuera 
indéfiniment.  Si,  au  contraire,  on  a 

h  H >2ff, 

la  vitesse  sera  minimum  au  point  le  plus  élevé  du  cercle, 
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mais  elle  n  v  sera  [tas  nulle,  et  le  mouvement  aura  lieu  con- 
stamment dans  le  même  sens. 
Enfin  .  >i  l'on  a 

/*  H =  2  a  , 

la  vitesse  sciait  nulle  au  point  le  plus  élevé,  et  le  mobile  y 
resterait  en  équilibre,  s'il  pouvait  y  parvenir-,  mais  nous 
allons  voir  que  cette  position  est  une  limite  vers  laquelle  il 
tend  sans  pouvoir  l'atteindre  jamais.  Ce  cas  est  le  seul  où 
l'intégration  puisse  s'effectuer  sous  forme  finie;  on  a  alors 

a  dz 

dt  —  ±  ■ 


sjz  g    (2a  —  z)sfz 

On  pourrait  intégrer  cette  expression  en  la  rendant  ration- 
nelle par  les  méthodes  ordinaires  5  maison  peut  y  parvenir 

plus  simplement  en  observant  que  — -=.  est  la  différentielle 

2  sjz 

de  ^  c.  et  que  la  fraction peut  être  décomposée  de 

la  manière  suivante  : 

1 


'  "  —  z       2  sji  a  \  y/2  a  -+•  sjz        sji  a  —  sjz 

On  aura  ainsi,  pour  le  mouvement  descendant , 

dz  dz 

sjz  2  s/] 


dt 

•i  OU  I  i>n  lin 


,        la  I  2J  2Vz 

2  V  .^r  V  S;2  a  +  \fz        sjVa  —  sjz 


1  la  ,    U2  a  -f-  Jz 

t=  —  -i/-l  V        ^  V;_  +  C. 

2  V  8      \pTâ  —  sjz 

onstante  se  déterminera  par  la  condition  que  l'on  ait. 
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en  même  temps  /  =  o  .  z  =  A,  et  il  en  résultera 

t=  —  -t/-i  ^2fl  +  v^z     ï  i  f" \  V 2 fl  +  v7'* 

2Vr^-\T3       2  V  ff  '  <J~a  -  sJJt 
Lorsque  le  mobile  arrive  au  point  le  plus  bas  ,  on  a 

s/h 


2   V    &        i/2« 


y/2  «  —  y  A 

c/z 
x\  partir  de  cet  instant,  —  étant  positif,  on  doit  chan- 
ger de   signe  la  première  partie  de  la  valeur  de  t ,  ce  qui 
donne 

t  =  -  i  I -  I    ^2  g  +  y/z        i       la      \li  a  H-  \Th 
~  2  V  ?   '  v/2^—  fz  +  2  V  £  '  sfïa'  —  sni 

A  mesure  que  £  augmente,  z  augmente  nécessairement, 
mais  il  est  toujours  plus  petit  que  2a;  et  l'on  trouverait 
t  =  oo  si  Ton  faisait  .z  =  2«.  Le  mobile  n'arrive  donc 
jamais  au  point  le  plus  élevé  du  cercle,  mais  il  s'en  ap- 
proche indéfiniment. 

306.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  mobile  os- 
cille de  part  et  d'autre  du  point  le  plus  bas  du  cercle. 
Nous  pouvons  supposer  nulle  la  vitesse  initiale;  car  cela 
revient  à  prendre  pour  point  de  départ  un  point  plus 
élevé  du  cercle.  On  aura  alors,  pendant  que  le  mobile 
descend , 


a  dz 


i       la        dz        t  z\    2 

2  V  S"  JAz  —  zAl       2"/ 


y"  2  g  y7?,  az  —  z1  \J h  —  z  2  V   §  \lh 


et  comme  —  est  plus  petit  que  l'unité,  on  peut  développer 
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le  dernier  facteur  de  la  manière  suivante  : 


la  )  2  \  2  «  /        2.4\ 


2.4  \^ad 
1 . 3 . 5 . . .  (  2  n  —  1  )  /  z 

2    /j.6.      .  2fl  \2fl 


Or  on  a  ,  d'après  une  formule  donnée  dans  le  calcul  in- 
tégral, 

Ç  z"  dz  z"~'  v'7/3  —  zJ       (  2  »  —  1)  h    Ç  a"~' f/z 

,  '  v7/s  —  -"  »  in         J  ^Jhz  —  z-  ' 

et,  par  conséquent ,  on  pourra  intégrer,  entre  des  limites 
quelconques,  autant  de  termes  que  l'on  voudra  de  la  série 
qui  exprime  la  valeur  de  rit. 

Bornons-nous  à  calculer  le  temps  que  met  le  mobile  à 
arriver  au  point  le  plus  bas,  et  qui  est  le  même  que  celui 
qu'il  mettrait  à  remonter  à  la  hauteur  h  où  se  termine 
l'oscillation,  puisque  ces  intervalles  sont  exprimés  par  la 
même  intégrale  prise  entre  les  mêmes  limites  o  et  h. 

La  formule  de  réduction  que  nous  venons  de  rappeler, 
devient 

Çh    z'L(lz  *n  —  \)h    rh   z»-<dz 

J0    \Jhz  —  z"-~  in  J0   Jfo  _  j  ' 

Jnh    zn~x  (h 
■  par   \    . 

o    \  hz  —  z- 

_dn-l)/l 


(.rite  formule  conduil   à   la  suivante,   en  observanl   mie 

A0  =  ~  • 

1   3 . 5 .  .  .   C  2  n  —  1  )  , 
V„= y—A '-h«n. 

!      j     ()     .      7.  n 
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Cela  posé ,  pour  la  demi-oscillation  descendante ,  les  limites 
des  intégrales  sont  dans  l'ordre  inverse  de  celui  que  nous 
venons  de  prendre;  il  faudra  donc  changer  le  signe  du 
second  membre  ,  si  Ion  veut  faire  usage  de  la  formule  que 
nous  venons  de  trouver  pour  les  intégrales  qui  composent 
la  valeur  de  t.  Si  donc  on  désigne  par  T  la  durée  de  l'oscil- 
lation entière,  on  aura  d'abord 


-ni 


*«  +  -( 

2  \  2  a 


i  .  3. .   (in  —  o  /  i  y 

2  . 4  •  •  ■  2  «  \  2  a  J 


h 

1  -h 

2  a 


2r|)"(Ày+ 

[~i.3...  (in—  i)-V  (h_\n 

L  2.4.  ..2/2  J      \2flj 


n  ,  .A  , 

L.ette  série  sera   très-convergente  si    —   est  très-petit ,  et 

2  a  * 

l'on  calculera  facilement  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  à 
un  terme  quelconque.  Si  l'angle  au  centre  2a,  qui  mesure 
l'amplitude  des  oscillations,  ne  se  compose  que  d'un  petit 
nombre  de  degrés,  on  peut  le  plus  ordinairement  se  bor- 
ner au  premier  terme  ;  et  l'on  a 


-■rô 


cette  durée  est  indépendante  de  la  hauteur  h.  Si  l'on  prend 
les  deux  premiers ,  la  durée  dépendra  de  h  ,  et  l'on  aura 


-vIO 


h 

8  a 


Le  rapport  -  étant  le  sinus-verse  de  l'angle  a,  on  a 


—  =  1  —  cos  y.  =  2  suit  / 
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Ainsi ,  cette  dernière  valeur  de  T  n  est  en  erreur  que  d  une 
quantité  du  quatrième  ordre  par  rapport  à  l'angle  a  ;  la 
précédente  était  en  erreur  d'une  quantité  du  second  ordre. 

307.  Le  moyen  que  Ion  emploie  pour  réaliser  ce  mou- 
vement consiste  à  suspendre  un  poids  à  un  fil  très-délié 
et  d'une  longueur  invariable,  dont  une  extrémité  est  fixe. 
Si  ce  fil  inextensible  était  dépourvu  de  toute  masse  et  que 
le  mobile  fût  réduit  à  un  seul  point,  on  aurait  ce  que  l'on 
appelle  un  pendule  simple.  Mais  il  est  beaucoup  plus  avan- 
tageux d'employer  un  appareil  solide  au  lieu  d'un  fil ,  et  le 
mouvement  de  ce  pendule  composé  ne  peut  plus  être  cal- 
culé par  la  tbéorie  précédente.  Dans  ce  dernier  cas,  on 
appelle  longueur  du  pendule ,  celle  du  pendule  simple  qui 
aurait  ses  oscillations  de  même  durée. 

Au  moyen  d'une  formule  que  nous  démontrerons  plus 
tard,  on  peut  déterminer  cette  longueur  d'après  la  forme 
du  corps  oscillant,  et  la  durée  de  l'oscillation  sera  donnée 
par  la  formule 


■sfr 


dans  laquelle  a  représente  la  longueur  connue  de  ce  pen- 
dule. Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  oscillations  qui 
auront  lieu  dans  un  temps  6,  on  aura 

0  =  n  T,      d  ou      0  =  n  t.  4  /  -  j      et      g  = —  , 

équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  la  pesanteur.  C'est 
ainsi  que,  d'après  les  expériences  faites  à  l'Observatoire  de 
Paris  ,  on  a  trouvé 

g=  9,80896. 
En  faisanl  des  expériences  semblables  en  différents  lieux 
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de  la  terre,  on  déterminera  la  loi  suivant  laquelle  varie  la 
pesanteur. 

308.  On  peut  encore  déterminer  le  mouvement  du  pen- 
dule au  moyen  de  la  formule  qui  donne  l'expression  de  la 
force  tangentielle.  Soient  013  [fi  g-  64)  Ie  rayon  vertical  du 
cercle  sur  lequel  se  meut  le  point  pesant,  A  la  position 
d'où  il  part  avec  la  vitesse  /c,  et  M  sa  position  après  le 
temps  t.  Faisons 

OB  =  / ,      BOA  =  a  ,      BOM  =  &,      AM  =  s. 
La  composante  tangentielle  de  la  force  accélératrice  est  ex- 
primée généralement  par  — -  en  grandeur  et  en  signe,  le 

signe  -f-  se  rapportant  au  cas  où  elle  est  dirigée  du  côté 
où  s  croît,  et  le  signe  —  au  sens  contraire.  Si  Ion  consi- 
dère 6  comme  négatif  quand  le  rayon  OM  passe  de  l'autre 
côté  de  la  verticale,  on  aura  généralement 

ds  clQ        d*s  ,d2Q 

v  "       tlt  dt         dt!  dt1 

La  composante  tangentielle  de  la  pesanteur  étant  d'ailleurs 
g  sin  Q ,  on  trouvera ,  en  l'égalant  à  l'expression  précédente, 

d'ù  g   . 

d'où  ,  en  multipliant  par  i  rî6  et  intégrant , 

fdby     g 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  condition  que  l'on 

-  , d9        ,  .   , 

ait  en  même  temps  0  =  a,  —  /  — -  =  K ,  ce  qui  donne 


? =?«»-.+ 0, 
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et  .  par  suite. 


_j=_-+.^(cose-cos«) 


On  tirera  de  là.  en  observant  que  d9  est  de  signe  contraire 
à  dt  tant  que  le  moin  émeut  reste  dans  le  même  sens, 


—  Ulfj 
dt 


\U-:  -+-  i  gl  (  cos  9  —  cos  «  ) 


On  rentrerait  dans  le  calcul  précédent  en  exprimant  9  au 

moyen  de  l'ordonnée  du  cercle  comptée  à  partir  du  point  B. 
Si  l'on  suppose  que  les  angles  a  et  6  soient  assez  petits 
pour  qu'on  puisse  négliger  leurs  quatrièmes  puissances,  et 
que,  de  plus ,  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  la  formule  pré- 
cédente se  simplifie  beaucoup,  et  devient 


dt 


Il      dt 


d  ou 


=  1  /  -  .  arc  cos 
V  S 


11  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  l'on  doit  avoir 
à  la  fois  t  =  o,  B  =i  a. 

La  vitesse  devient  nulle  lorsque  6=  — a.  Il  en  résulte 


=.Vï- 


Telle  est  la  durée  de  l'oscillation.  I.e  mouvement  recoin- 
mence  ensuite  en  sens  contraire  d'une  manière  identique, 
le  point  î  e\  ient  en  A  avec  une  vitesse  nulle ,  après  le  même 


intervalle  de  temps  ~  1  /-: 


il  se  trouve  alors  dans  les  même- 
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circonstances  qu'au  commeneenient ,  et  cette  double  oscil- 
lation se  reproduit  indéfiniment,  si  l'on  fait  abstraction  de 
toutes  les  résistances  extérieures. 

309.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  pu  faire 
;ibstraction  de  la  résistance  de  l'air.  Cette  action  modifie 
très -peu  les  résultats  et  n'exige  que  de  très-petites  correc- 
tions dans  les  formules.  Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun 
détail  sur  ce  sujet,  et  nous  nous  contenterons  de  montrer 
comment  une  résistance  quelconque  modifierait  les  équa- 
tions générales  du  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe. 

Soit  F  (^)  une  fonction  donnée  quelconque  de  la  vitesse 
du  mobile,  qui  exprime  la  résistance  produite  par  un  mi- 
lieu ou  un  frottement.  Les  équations  du  mouvement  du 
point  matériel  pesant  seront 

d  2  x       «        ,       „ ,  ,  dx 
—  =  Ncosl-F(,)-, 

,r'y      ^  ,,      (h' 


d2z        ,.  ,    v  dz 


=  N  cos  v  —  F  .  . 
df1  x    >  ds 


T.  — S: 


d'où  1  on  tire 


d  ,i>-  =  —  2  gdz  —  2F(i')f/î. 


Or,  au  moyen  des  équations  de  la  courbe  on  peut  exprimer 
ds  au  moyen  de  z  et  dz  ;  v  s'exprimera  de  même  en  fonction 
de  z  ,  dz  et  dt  :  de  sorte  que  l'on  aura  une  équation  diffé- 
rentielle entre  z  et  t  seulement.  Si  on  peut  l'intégrer,  on 
connaîtra  z ,  x ,  y  en  fonction  de  t ,  et  le  mouvement  sera 
complètement  déterminé. 

L'équation  précédente  donne  ,  en  l'intégrant . 


fi>=2g{h  —  z)   f  ¥{<>)ds; 
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d'où  l'on  voil  que  l'intégrale   2  I     F  (i')  fis  exprime  la 

Jii 

perte  éprouvée  dans  le  carré  de  la  vitesse  par  la  résistance 
représentée  par  F  (y). 

3 10.  Mouvement  sur  la  cycloïde.  — Si  Ton  prend  pour 
axe  des  x  la  tangente  au  sommet,  et  pour  axe  des  z  la  per- 
pendiculaire à  la  base,  l'équation  différentielle  de  la  cy- 
cloïde est 


a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur.  Supposons  que  le 
plan  de  cette  courbe  soit  vertical  et  que  l'axe  des  z  soit 
dans  la  direction  contraire  à  celle  de  la  pesanteur.  On  aura 
l'équation  trouvée  précédemment  dans  le  cas  d'une  courbe 
quelconque 


ou 


ds* 

—   =/•'+   2gh  —  2gZ. 


On  peut  supposer  À  nul  en  élevant  convenablement  le 
point  de  départ  sur  la  cycloïde,  pourvu  que  l'on  n'ait  pas 
A!  ■+-  igh  j>  bga\  c'est  le  cas  que  nous  supposerons.  On  a 
donc  l'équation  aussi  générale 


dsi 
dF2 


Or,  d'après  l'équation  de  la  cycloïde,  on  a 


ds*        2  a  dz  ' 
dt2  ~"    z     dt- 


donc 


*=±V/i 


dz 

\lhz  — 
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on  prendra   le  signe  —  quand  le  mobile  descendra,    et   le 
signe  -h  quand  il  montera. 

On  trouve  en  intégrant ,  dans  le  cas  du  mouvement  des- 
cendant , 


=\/r 


23 

arc  cos  — 


La  constante  est  nulle,  parce  qu'on  doit  avoir  à  la  fois  /  =  o, 
z  =/*;  si  l'on  fait  z  =  o,  on  trouve 


■v4 


Ainsi ,  de  quelque  point  que  le  mobile  parte  ,  il  arrivera 
au  point  le  plus  bas  de  la  cycloïde  dans  le  même  temps; 
c'est  ce  qui  a  fait  donner  à  cette  courbe  le  nom  de  tauto- 
chrone.  Si  l'on  intègre  la  valeur  de  rit  à  partir  du  point  le 
plus  bas  ,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  ,  on  aura  des  élé- 
ments égaux;  ce  qui  montre  qu  à  des  intervalles  de  temps 
égaux,  à  partir  de  cet  instant ,  la  position  du  mobile  cor- 
respond à  des  valeurs  égales  de  z.  Il  remontera  donc  à  la 
hauteur  h,  où  sa  vitesse  sera  nulle  ,  dans  le  même  temps 
qu'il  a  mis  à  descendre,  et  la  durée  de  l'oscillation  sera 


la  /4  « 

77    i  /   —         OU  7T    l  / 

VA'  V      S 


Or,  4  ci  est  le  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde  au  point  le 
plus  bas.  La  durée  de  l'oscillation  sur  la  cycloïde,  quelle 
que  soit  son  amplitude,  est  donc  la  môme  qu'elle  serait  sut 
le  cercle  osculateur  au  point  le  plus  bas  ,  mais  pourdes  am- 
plitudes infiniment  petites. 

M\.  Si  maintenant  on  considère  une  courbe  quelconque 
dont  le  plan  osculateur  au  point  le  plus  bas  soit  vertical,  on 
pourra  la  considérer  dans  une  étendue  infiniment  petite  de 
part  et  d'autre  de  ce  point  .  comme  se  confondant  avec  le 


PREMIÈRE    ANNhli.     —     STATIQ1  I  .  383 

cercle  osculateur,  et  la  durée  de  1  oscillation  sur  cette 
courbe  sera  tt  t  I  -•>  a  étant  le  rayon  du  cercle,  et  l'ampli- 
tude étant  supposée  infiniment  petite. 

Si  le  plan  osculateur  faisait  avec  la  verticale  un  angle  v.  , 
la  pesanteur  pourrait  se  décomposer  en  deux  forces:  Tune 
normale  au  plan  et  détruite  par  sa  résistance  ;  l'autre  dans 
le  plan  et  parallèle  à  la  projection  d'une  verticale  sur  ce 
plan.  Cette  dernière  sera  égale  à  g  cos  z,  et,  par  conséquent, 

la  durée  de  l'oscillation  sera  t:  \/ — ■ Elle  est  donc  la 

V     g  COS  35 

même  que  sur  une  courbe  dont  le  plan  serait  vertical  et 

dont  le  ravon  de  courbure  serait ■>  ou  aurait  pour  pro- 

cos  a  L         ' 

jection  sur  le  plan  de  la  courbe  donnée,  celui  de  cette  courbe 
même.  Elle  sera  donc  enfin  la  même  que  sur  la  courbe 
située  dans  un  plan  vertical  passant  par  la  tangente  au 
point  le  plus  bas  de  la  courbe  donnée.,  et  qui  serait  la  pro- 
jection de  cette  courbe  sur  ce  plan  vertical. 

312.  Cherchons  maintenant  si  la  cycloïde  est  la  seule 
courbe  tautochrone,  quand  on  fait  abstraction  de  toute 
résistance. 

Prenons  pour  origine  le  point  où  le  mobile  doit  parve- 
nir dans  un  temps  constant,  quel  que  soit  le  point  de  la 
courbe  d'où  il  parte  sans  vitesse.  Nous  considérerons 
l'équation  de  la  courbe  entre  s  et  z  seulement  5  car  1  équa- 
tion 

ds 

V1=Z*g{h  —  z),        OU        —  =   2g(h—z), 

ne  renfermant  que  *..  :  et  / .  il  s'ensuit  que,  pourvu  qu'on 
ait  la  même  relation  entre  s  et  z,  on  en  tirera  toujours  la 
même  valeur  de  /  en  fouction  de  z.  De  sorte  que,  si  l'on 
conçoit  le  cylindre  qui  projette   une  courbe  sur  un   plan 
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horizontal,  un  point  matériel  pesant  mettra  le  même 
temps  à  parvenir  d'un  point  à  un  autre  de  cette  courbe, 
soit  qu'on  développe  ce  cylindre,  soit  qu'on  l'enroule  sur 
tout  autre  cylindre  ayant  ses  arêtes  verticales. 

Il  ne  s'agit  donc  ici  que  de  déterminer  s  en  fonction 
de  z,  et  nous  ne  considérerons  que  les  courbes  qui  peu- 
vent donner  pour  s  un  développement  procédant  suivant 
les  puissances  de  z.  Comme  on  doit  avoir  à  la  fois  z  =  o 
et  s  —  o,  il  ne  saurait  y  avoir  d'exposant  négatif,  ni  de 
terme  indépendant  dç  z.  Soit  donc 

f  =  Asy  +  B/  -hCz'-f-..., 

a,  o,  y,  etc.,  étant  des  nombres  positifs  quelconques,  et 
A  ,  B,  C,  etc.,  des  quantités  entièrement  indéterminées. 
Soit  h  le  z  du  point  de  départ,  on  aura 

(h2  i       rhds 

—  =  2g(h  —  z),     d'où      T  = -=    /        i  ; 


T  désignant  le  temps  employé  pour  parvenir  à  l'origine  , 
et  qui  doit  être  indépendant  de  h. 

Substituant  à  ds  sa  valeur  tirée  de  la  série,  il  vient 

i/o       \h — z  Jo       \J/t  —  z 

Soit 

z  ■=.  hz' y      d'où      dz  ■=.  h  dz  ; 


les  limites  de  z'  seront  o  et  x,  et  l'on  aura 

r  h  zK  ~  ■  dz  ,    r 

/ =/!«--■ 

Ja      V  h  —  z  «Ai 


h  ,K  —  I    Jm  /»  I  „/  «  —  I  ,/_/ 


Z  « 


\  A  —  z  «A)        y/i  —  z' 

«/o       y/'  —  Z  Jo       \j  Y  —  z' 
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et  ainsi  des  autres.  Il  en  résultera  ,  en  posant 

Jo         y  i  —  z  Jo        y  i  —  z 


Ty/2#=  AA'a/i*-?  -f-BB'6Â 


6  — - 


Or,  pour  que  ce  résultat  soit  indépendant  de  h  et  ne  soit 
pas  zéro,  il  faut  que  tous  les  termes  disparaissent,  excepté 
un,  dans  lequel  l'exposant  de  h  sera  zéro.  Donc  la  série 
qui  donne  s  se  réduit  à  un  seul  terme  ,  et  l'exposant  de  z 
y  est  égal  à  \  ;  on  a  donc 

s  =  A:1  ,      ou      .<2=A'z. 

Or,  cette  relation  entre  j  et  z  ne  convient  qu'à  une 
cyeloïde ,  dont  le  sommet  est  pris  pour  origine ,  et  la  per- 
pendiculaire à  la  tangente  en  ce  point,  pour  axe  des  z. 
Donc  il  n'y  a  d'autre  tautochrone  dans  le  vide  que  la 
cyeloïde  dans  la  position  où  nous  l'avions  considérée,  du 
moins  parmi  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  s  est  dé- 
vcloppable  suivant  les  puissances  de  z. 

313.  Cette  propriété  de  Xisochronisme  des  oscillations 
d'un  point  qui  se  mouvrait  sur  une  cyeloïde  avait  fait 
penser  à  mesurer  le  temps  au  moyen  d'un  pendule  simple 
dont  l'extrémité  décrirait  des  arcs  de  cyeloïde.  Il  suffirait, 
pour  obtenir  un  pareil  mouvement,  de  suspendre  un  poids 
au  moyen  d'un  fil  flexible  et  inextensible,  à  un  point  qui 
serait  l'origine  de  deux  branches  de  cyeloïde  dont  le  cercle 
générateur  aurait  pour  diamètre  la  moitié  de  la  longueur 
du  fil.  On  voit,  d'après  la  propriété  de  la  développée  de  la 
cyeloïde  ,  que  lorsque  le  fil  s'enroulerait  sur  ces  courbes, 
ou  se  déroulerait,  son  extrémité  décrira  il  une  cyeloïde  dont 
le  sommet  serait  le  point  le  plus  bas  ;  les  oscillations  se- 
raient donc  isochrones.  Mai?  un  pareil  pendule  serait  loin 
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d'offrir  dans  la  pratique  les  mêmes  avantages  que  le  pen- 
dule circulaire,  et  l'on  n'en  fait  aucun  usage. 

CHAPITRE  VI. 

MOUVEMENT     D'UN    POINT    SUR     UNE    SURFACE    FIXE. 

31-4.  Soient  F  (x,  y%  z)  =  o  l'équation  de  la  surface 
fixe,  N  1  intensité  de  la  force  qu'elle  produit  et  que  nous 
supposons  normale  5  À,  p.,  v  les  angles  que  sa  direction  fait 
avec  les  axes ,  et  X,  Y,  Z  les  composantes  totales  des  forces 
accélératrices  extérieures  ;  on  aura  le  système  d'équations , 

d2 x  d2  y  d2  z 

-  =  X-(- Ncos). ,     — -  =  Y  -+-  N  cos  u ,     — —  =  Z+Ncosv, 

dt2  dt2  dt2 

dF  „d¥  d¥ 

cos  \  =  V  -7-  1       COS  u.  =  V  — —  ■>        cos  V  =  V  —r- 1 
dx  dy  dz 

V  =  ± 


l(d¥\2       /d¥\2       fd¥\2 

Le  double  signe  de  V  correspond  aux  deux  sens  de  la  nor- 
male ,  et  le  calcul  fera  connaître  en  chaque  point  le  signe 
qui  conviendra. 

Si  l'on  substitue  dans  les  premières  équations  les  valeurs 
de  cos  1 ,  cos  u ,  cos  v  ,  on  aura 

d2x  T  d¥         d2y  r/F 

—  =  X  +  NV—  ,      _4  =  Y+NV-i, 
dt2  dx  dt-  dy 

d2z  d¥ 

éliminant  N  entre  ces  trois  équations,  on  aura  deux  équa- 
tions qui ,  jointes  àF(a;,j,z)  =  o,  détermineront  x,  j, 
z  en  fonction  de  t  •  et  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
ment en  résulteront. 
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Ces   calculs,   en   général  impraticables,   se   simplifient 
quand  on  a 

X  dx  -f-  Y  dy  -+-  Z dz  =  d ff  (  x ,  y,  z  ) , 

et ,  par  suite, 

<>'  =  2?(x,jr,  z)+  C, 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  déterminée  par  l'état 
initial. 

En  effet,  les  équations  (i)  donnent  immédiatement  les 
deux  suivantes  : 

W1*£-*£-i*-x*+t(**-£*). 

Or,  en  différentiant,  par  rapport  à  une  variable  quelcon- 
que, l'identité 

dy 

dy        dt 
dx        dx 
dt 
on  trouve 

,    dy  dt'  J   dt1 

d .  -s—  — 


\dt 

d'où 


,    c/2)'  r/\r         / dx\7      d)  -  cfcc  |         <-/> 

rfk  — —  —  rfr :=     —  )  d.  —  =  r'     —  )   r/. 

r//:  J    fifc'         \dt  I        dx  \ds  I        dx 


et  de  même 


,     d7  z  ,    d'x  i dx\-    ,    dz 

dx dz  — —  =  i'M  —  I    d.  — . 

dr  dt-  \ds  J         dx 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  et  rem- 

25. 
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plaçant  v*  par  2y(.r,j',  z)  +  C,  puis  éliminant  entre 
elles  NV,  on  aura  une  équation  différentielle  entre  oc,y,  z, 
où  le  temps  n'entrera  pas,  et  qui,  conjointement  avec 
F  (x,  )',  z)  -—  o,  déterminera  la  trajectoire.  Connaissant  y 

et  z  en  fonction  de  .r,  et  —  en  fonction  de  x,  y,  z,  on  par- 
viendra facilement  à  une  équation  de  la  forme  dt  =  ty(x)  rlx. 
d'où  l'on  déduira  xen  fonction  de  t,  et,  par  suite,  toutes  les 
circonstances  du  mouvement. 

315.  Pression  exercée  sur  la  surface.  —  La  composante 
normale  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  au 
mobile ,  en  y  comprenant  l'action  de  la  surface,  est  dans  le 

»'5 
plan  osculateur  de  la  trajectoire,  et  égale  à  -  •  Cette  dernière 

force  est  donc  la  résultante  de  la  force  produite  par  la  sur- 
face, qui  est  normale  à  la  surface  et,  par  suite,  à  la  trajec- 
toire-, et  de  la  composante  normale  à  la  trajectoire,  de  la 
force  extérieure  qui  agit  sur  le  mobile.  Si  donc  on  désigne 
cette  composante  par  Q,  par  0  l'angle  du  plan  osculateur 
avec  la  normale  à  la  surface ,  et  par  ty  celui  de  la  force  Q 
avec  la  même  normale,  on  aura  la  proportion 

-  :  Q  '.'.  sin  y  :  sin  s. 

Cette  relation  déterminera  la  direction  du  plan  osculateur 
quand  on  connaîtra  u,  R,  Q,  i|/.  Dans  le  cas  particulier  où 
l'on  aurait  Q  =  o,  il  en  résulterait  Q  =  o,  et  le  plan  oscu- 
lateur serait  le  plan  normal  à  la  surface.  Ce  cas  est  celui 
où  la  force  extérieure  est  nulle,  ou  tangente  à  la  trajectoire  : 
il  comprend  donc  celui  où  il  y  aurait  frottement  sur  la  sur- 
face, ou  une  résistance  de  milieu.  Dans  ces  divers  cas,  le 
plan  osculateur  de  la  trajectoire  étant  constamment  nor- 
mal à  la  surface,  cette  ligne  est  la  plus  courte  que  l'on 
puisse  mener  sur  la  surface  entre  doux  quelconques  de  ses 
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points.  On  peut  reconnaître  directement  que  lorsque  la 
force  extérieure  est  nulle  ou  dirigée  suivant  la  tangente  à 
la  trajectoire,  le  plan  osculateur  de  cette  courbe  est  normal 
à  la  surface.  En  effet,  ce  plan  doit  renfermer  la  tangente  à 
la  trajectoire  et  la  résultante  totale,  c'est-à-dire  une  des 
composantes  et  la  résultante  :  il  renferme  donc  l'autre  com- 
posante, qui  est  la  normale  à  la  surface,  et,  par  conséquent, 
il  est  lui-même  normal  à  la  surface. 


Application  au  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une 

splière. 

310.   Soit  l'équation  de  la  sphère 

i  .rJ-f-  j2  H-  z-  =  a\  .  .  ; 

les  équations  du  mouvement  seront 


a 


d2x  _     ,    Nj;        d\y  _     ,    N y        d' z  _  N  z 

17*  ~â  '      ~dF  ~        ~~â  '      ~dF  ~'ê        ~a~  ' 


Taxe  des  z  étant  supposé  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 
La  vitesse  sera  donnée  par  l'équation 

(3)  (,=       (_j       _     +      ,„;. 

la  constante  c  étant  déterminée  par  la  hauteur  et  la  vitesse 
initiales  du  mobile. 

L'équation  des  aires  n'a  plus  lieu  pour  tous  les  plans  \ 
mais,  comme  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le 
point,  coupe  toujours  l'axe  des  z ,  elle  aura  lieu  pour  le 
plan  des  x  et  y,  comme  nous  l'avons  dit  précédemment. 
On  aura  donc,  en  désignant  par  c'  une  constante  arbitraire, 

i  vdjr  —  j  d<  —  c'dt; 
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1  équation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dx2  +  dy2  -+-  dz- 

(5)  - =  c  +  zgz. 

Les  équations  (i),  (4),  (5)  suffisent  pour  déterminer  x,y,  z 
en  fonction  de  t. 

Différentiant  d'abord    l'équation    de    la    sphère,  nous 
aurons 

(6)  xdx-\-ydy=. — zdz; 
ajoutant  les  carrés  des  équations  (4)  et  (6),  il  vient 

(ar*  -f-/2)  {dx1  -+- dy2)  =  z1  dz1  +  c'2dt\ 

et  en  tirant  ;r2  4-j"2  et  rù:2  -+-  dy%  des  équations  (i)  et  (5), 
on  obtiendra  entre  z  et  t  l'équation 

(a2  —  z2)  [(c  4-  2gz)  dt-  —  dz2]  =  z2  dz1  -+•  c'2rfr2  ; 

(1  "où  1  on  déduit 

it  adz 
il)  dt  = 


y/(rt2  —  z2)  (c  -+-  2£z)  —  c'1 

Le  signe  —  correspond  au  cas  où  le  mobile  monte,    et   le 
signe  -h  à  celui  où  il  descend. 
De  là  on  tirerait ,  en  intégrant, 

e=F(z)     ou     z=Fi(t). 

Il  reste  à  déterminer  la  projection  horizontale  du  mobile, 
soit  par  les  coordonnées  x  et  y,  soit  par  des  coordonnées 
polaires  ;  nous  nous  arrêterons  à  ce  dernier  moyen. 

L'équation  x  dy — y  dx  =  c'  dt  devient,  en  désignant 
par  rie  rayon  vecteur  de  la  projection,  et  par  ^  l'angle 
<ju  il  fait  avec  l'axe  des  x , 

S  rr/l  —  c'dt      et      r2  =  a2  —  z2; 
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donc,  en  se  bornant  au  signe  supérieur, 

,                         c' dt  ne' dz 

qï     db  = ■  = 

"■  —  z         («2  —  z*)  vV  —  s")  (c  H"  *gz)  —  C'J 

Si  l'on  substitue  à  dt  sa  valeur  en  z  et  <7.z,  ou  si  l'on  sup- 
pose z  exprimé  au  moyen  de  t  par  l'intégration  précédente, 
une  nouvelle  quadrature  fera  connaître^  en  fonction  de  z 
ou  de  t  :  et  comme  on  a 

/•■-■  =  «'—  z*  =¥,{>), 

toutes  les  coordonnées  du  mobile  seront  connues  en  fonc- 
tion de  t.  Mais  ces  diverses  intégrations  ne  peuvent  être 
calculées  que  par  approximation. 

Si  l'on  veut  connaître  l'angle  que  forme,  avec  la  verti- 
cale, le  rayon  mené  du  centre  de  la  sphère  au  point  mobile, 
on  aura ,  en  le  désignant  par  0, 

cos  0  =  -  ; 
a 

il  sera  donc  connu  quand  z  le  sera. 

317.  Déterminons  maintenant  la  constante  c'.  Pour  cela, 
décomposons  la  vitesse  initiale  du  point  en  deux  autres, 
dont  l'une  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical  passant  par 
ce  point  et  le  centre  de  la  sphère,  et  l'autre  soit  comprise 
dans  ce  plan.  La  première  sera  la  composante  de  la  vitesse 
de  la  projection  horizontale  du  point ,  suivant  la  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  r  de  la  courbe  décrite  par  celle 
projection;  car  celte  perpendiculaire  est  normale  au  plan 
vertical  dans  lequel  se  trouve  la  seconde  composante  totale 
de  la  vitesse  absolue  du  point,  et  par  conséquent  celle  com- 
posante donne  une  projection  nulle  sur  la  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  de  la  projection  horizontale. 

Soient ,  dans  la  position  initiale  du  point,  d  la  valeur 
de  r,  /.   la  vitesse,  qui  est  nécessairement  tangente  à  la 
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sphère,  et  a  l'angle  que  fait  sa  direction  avec  la  perpendi- 
culaire au  plan  vertical  qui  passe  par  le  point  et  le  centre 
de  la  sphère  ;  on  aura ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

<**  , 

r  ~  ■=.  h  COS  a  , 
dt 

et,  substituant  à  -y  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (8), 

c'       . 

—  =  fi  cos  a  ; 


comme  on  a,  au  point  de  départ,  r==  y/«2  —  d2.  la  valeur 
de  c'  sera 


(io)r  c'  =  /c  \/a7  —  d7 


COS  a. 


Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  ou  dirigée  dans  le  plan  ver- 
tical passant  par  le  centre,  on  a  c'  =  o,  et  Ton  retrouve 
les  équations  du  mouvement  du  pendule  simple  dans  un 
plan  vertical. 

318.  Il  reste  à  calculer  à  chaque  instant  la  grandeur  et 
le  sens  de  la  force  N  que  produit  la  surface.  Pour  obtenir 
sa  valeur  de  la  manière  la  plus  simple ,  nous  multiplierons 
les  équations  (2),  la  première  par  x,  la  deuxième  par  y^  la 
troisième  par  z,  et  nous  les  ajouterons;  il  en  résultera 

xd7  x  -+-  yd7  y  -f-  zd7z  ,    „ 

(.1)  '-jg =±Na-4-s*. 

Or,  on  a 

xdx  -hydy  -f-  zdz  -+-  o, 

et,  en  différentiant, 

xd'1  x  -f-  y  d7 y  -+-  zd7z  =.  —  dx 7  —  dy7  —  dz7  =.  —  ds '  ; 

l'équation  (11)  devient  donc 

—  v7  =  ±  N  a  -+-  gz , 
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d'où 

(12)  =hN==_ÎL±»f, 


et  comme  IN  est  essentiellement  positif,  on  verra,  d'après 
les  valeurs  de  cet  s  à  chaque  instant,  lequel  des  deux 
signes  du  premier  membre  on  doit  prendre  pour  que  cette 
équation  ne  soit  pas  absurde  ;  on  saura  ainsi  quels  signes 
il  faut  prendre  à  cet  instant  dans  les  équations  (3),  et,  par 
conséquent ,  quel  est  le  sens  de  la  force  produite  par  la  sur- 
face. 

Si  z  est  positif,  le  second  membre  de  l'équation  (12)  est 
négatif,  et  l'on  doit  prendre  le  signe  inférieur  dans  le  pre- 
mier membre;  d'où  il  résulte  que  la  surface  produit  sur  le 
point  une  force  dirigée  de  la  surface  vers  le  centre  ,  toutes 
les  fois  qu  il  est  situé  au-dessous  du  plan  horizontal  mené 
par  le  centre  de  la  sphère. 

Si  z  est  négatif,  c'est-à-dire  si  le  point  est  au-dessus  de 
ce  même  plan  horizontal ,  les  deux  termes  du  second  mem- 
bre de  l'équation  (12)  sont  de  signes  contraires  ,  et  le  ré- 
sultat peut  être  négatif,  nul  ou  positif.  On  prendra  encore 
le  signe  inférieur  de  N  si  l'on  a 

la  force  JN  sera  nulle  quand  on  aura 

—  gz=  P», 

et  Ton  devra  prendre  le  siguc  supérieur  lorsque  l'on  aura 

-£Z>p»ï 

dans  ce  dernier  cas,  la  surface  produit  sur  le  point  une 
force  dirigée  vers  l'extérieur  de  la  sphère  ,  et,  par  consé- 
quent, le  point  fait  effort  pour  s'approcher  du  centre. 
On  peut  se  rendre  compte  directement  de  ces  diverses 
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conditions  relatives  au  sens  de  la  force  N  ;  il  suffit,  pour 
cela  ,  de  se  rappeler  que  la  résistance  de  la  surface  sur  la- 
quelle un  point  est  en  mouvement  détruit  la  composante 
suivant  la  normale  à  cette  surface ,  tant  des  forces  appli- 
quées au  point  que  de  la  force  centrifuge. 

Cela  posé,  soit  R  le  rayon  du  cercle  suivant  lequel  le 
plan  osculateur  en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire 
coupe  la  sphère,  et   qui   n'est  autre   chose  que   le  cercle 

osculateur  de  cette  courbe:  la  force  centrifuge  sera  —  •>  et 

R. 

il  faudra  la  multiplier  par  —  pour  avoir  sa  composante  sui- 
vant le  rayon  de  la  sphère,  qui  passe  au  même  point.  On  a 

ainsi  -  •>  et  cette  force  est  dirigée  suivant  la  partie  exté- 
a  " 

rieure  de  la  normale  à  la  sphère.  Quant  à  la  composante 
normale  de  la  pesanteur,  elle  est  dirigée  suivant  la  partie 
extérieure  de  la  normale  lorsque  le  point  est  dans  l'hémi- 
sphère inférieur,  et  vers  le  centre  lorsque  le  point  est  dans 
l'hémisphère  supérieur.  Donc,  en  la  considérant  comme 
positive  quand  elle  est  dirigée  a  l'extérieur,  et  comme  né- 
gative dans  la  direction  contraire  ,  elle  sera  exprimée  par 

SZ        ,  C'J  +  SZ  ,  ,  ,  , 

—  ;  de  sorte  que —  sera  la  pression  détruite  par  Ja  sur- 

a  x  a  L  L 

face  ,  et  le  signe  de  cette  expression  indiquera  le  sens  de 
cette  force  comme  nous  venons  de  l'expliquer.  Il  suit  de  là 
que  la  surface  remplace  une  force  égale  et  opposée,  et,  par 

conséquent ,  représentée  par —  >  le  signe  étant  en- 
tendu de  la  môme  manière.  Ainsi  ,  dans  l'hémisphère 
inférieur,  cette  expression  étant  évidemment  négative,  la 
force  produite  par  la  surface  est  dirigée  vers  le  centre.  Dans 
l'autre  hémisphère,  elle  sera  encore  dirigée  vers  le  centre 
si  l'on  a 

pï+£z>o; 
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elle  aura  la  direction  contraire  lorsque  w-  -+-  gz  sera  <^o- 
On  retombe  ainsi  sur  les  résultats  déjà  obtenus. 

319.  Mouvement  d'un  pendule  qui  s'écarte  très-peu  de 
la  verticale. —  Le  mouvement  du  point  sur  la  sphère  peut 
être  réalisé  en  supposant  ce  point  lié  au  centre  par  une 
ligne  inflexible  et  sans  masse.  Ainsi ,  le  problème  que 
nous  venons  de  traiter  est  celui  du  pendule  simple  ,  consi- 
déré de  la  manière  la  plus  générale.  Les  calculs  peuvent 
s'exécuter  complètement  lorsque  le  pendule  fait  toujours 
un  très- petit  angle  avec  la  verticale  menée  par  le  point  de 
suspension. 

Soient  9  l'angle  variable  que  forme  la  direction  du  pen- 
dule avec  celle  de  la  pesanteur,  a  sa  valeur  initiale  cor- 
respondante à  z  =  d ,  et  supposons  que  la  vitesse  initiale 
A"  ait  une  direction  horizontale,  auquel  cas  la  valeur  c' 
devient 


c'  —  k  s/a:  —  d\ 

En  négligeant  les  quantités  très-petites  du  troisième  ordre 
et  des  ordres  supérieurs,  devant  celles  du  second,  nous 
aurons 

aV               ,                                  a  y? 
—  z  =  a  cos  0  =  a •>      —  a  =  a  cos  x  =  a » 

2  2 

c  =  A' —  iga  -4-  g(t  y.'-,  c'-  =  k*aisitiia  =  /Vi'a1. 


La  formule  (7)  deviendra 


OdO 


/  (h*  \  A' a7 

V  Kg"  I  "S 


et  posant  —  =  6% 


la  9d6 

.3  *  =  ±i/-.    . 
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d'où  Ton  voit  déjà  que  6  restera  constamment  compris 
entre  a  et  o.  Il  en  résulte  que  si  l'on  a  ê  =  ce ,  on  aura 
constamment  9  =  a  -,  le  pendule  décrira  donc  un  cône  de 
révolution  autour  de  la  verticale ,  et  le  point  matériel  dé- 
crira un  cercle  horizontal.  Quant  à  l'angle  (J/,  la  formule 
générale 

ko. 
r-r/iL  =r  c'dt     devient     cl 4»  =  —  dt. 
Y  Y       a  0S      ' 

et  comme  0  =  a  —  c  ,  elle  se  réduit  à 


d'où  l'on  tire ,  en  faisant  commencer  l'angle  ^  en  même 
temps  que  t ,  ty  =  t  y  -•  Ainsi,  dans  ce  cas,  le  mouvement 
du  pendule  est  uniforme,  et  il  décrit  la  surface  conique 
entière  dans  un  temps  égal  à  27;  i /-. 

V  s 

Revenons  à  l'équation   (i3)    qui  est  évidemment  inté- 
grable  ;  mettons-la  sous  la  forme 


*-**/ï 


fidb 


v~\r~~)+Hi 


y-y-  —j^- 

et  posons 


1  en  résultera 


d'où 


V  g    sji—u> 

^4-c  =  ±t\/--  arc  cos  ». 
V  ? 
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Lui  constante  ct  se  déterminera  en  exprimant  que  f  =  0 
donne  $  =  x ,  et  par  suite  x  —  i  ;  il  en  résultera 


o,     ct     t  =  rfc{  t  /-.arc  cos  «, 


«  =r  cos . 


d'où  Ton  conclura  pour  O2  la  valeur  suivante 

a-  -f-  g2        a2  —  i 


-*'\/-a 


OU 


(  i4)  O2  =  a5  cos2 .  r  i/-  4-  o'sin2.  r  i/-- 

On  reconnaît  immédiatement  que  6/2  est  périodique,  el  que 
la  durée  de  la  période  est  71  1  / —  Pour  ?  =  o,  on  a 


G2  =  a2: 


pour  /  =  |ir  4  /-i   c'est-à-dire   au  milieu   de   la   période, 


et  lorsque  /  =  -  \I  ~ 


0'  =  S2; 
i  on  retrouve 


M r,1 


De  sorte  qu'un  observateur  qui  se  mouvrait  avec  le  pian 
vertical  qui  contient  le  pendule,  \ errait  osciller  ce  dernier 
entre  les  deux  directions  faisant  avec  la  verticale,  et  d'un 
même  côté,  les  angles  a,  c.  Le  temps  qu'il  mettrait  pour 

arriver  de  l'une  à  l'autre  serait  \~  \    -'■  mais,  au  milieu 
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de  cet  intervalle,  il  ne  serait  pas  à  égale  distance  de  ces 
deux  droites,  et  Ion  aurait  à  cet  instant 


y?  +  62 
9S  = 


ce  qui  donne  pour  9  une  valeur  plus  grande  que  la  moyenne 
a -h  6 

2 

Il  reste  à  connaître  ty  en  fonction  de  /.  Or,  on  a 


k  y.dt 
r2rtip  =  c  dt,      ou      a  y  =  — — -  = 


*yjï* 


Remettant  pour  02  sa  valeur  en  t,  il  vient 

(i5)       ^  =  «eiA 


a2  cos2 .  t  i/£  +  S2  sin2 .  ?  i /£ 


Pour  intégrer  cette  expression,   nous  poserons,  d'après  la 
méthode  ordinaire,  tang.l  4 /-  =  t>,  et  nous  obtiendrons 

dit  =.  , 

r        a2  +  S2 1-2 

d'où  Ton  déduit 

6p 
•!<  =  arc  tan?  — 
°   a. 

11  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  Ion  doit  avoir 
en  même  temps 

"  =  o,     $  =  °- 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

6p 

—  =  tang  -b, 
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ou 


.6)  iang4.  =  --tang.fi/|. 


On  voit  que  l'angle  fy  ne  eroit  pas  uniformément;  il  prend 
successivement  les  valeurs  -,  2  7T,  3tt,  . . .,  nir,  pour  les  va- 
leurs successives  de  t  qui  rendent  le  second  membre  nul: 

ces  valeurs  sont  ~  1 /-»■••»  niti/  —  Aux  milieux  de  cesdi- 
V  8  V  g 

vers  intervalles  de  temps ,  le  second  membre  devient  infini  ; 
le  premier  le  devient  donc  aussi,  et  les  valeurs  de  (J/  sont 
j7T,  t:  -h  y-,„. 5  de  sorte  que  le  plan  vertical  qui  contient 
le  pendule  se  trouve  perpendiculaire  à  sa  position  initiale. 
Ainsi ,  les  quatre  quarts  de  la  révolution  de  ce   plan  sont 

parcourus  dans  des  intervalles  de  temps  égaux  à-  l/-- 

et,  pendant  chacun  deux,  le  pendule  accomplit  dans  son 
plan  vertical  une  oscillation  qui  l'amène  de  lune  à  l'autre 
des  deux  directions  extrêmes  qui  font  avec  la  verticale  les 
angles  a  et  Ô. 

On  peut  encore  remarquer  que  le  plan  vertical  du  pen- 
dule met  toujours  le  même  temps  à  parcourir  deux  angles 
droits,  à  partir  d'une  quelconque  de  ses  positions. 

320.  Si  l'on  veut  connaître  le  mouvement  de  la  projec- 
tion du  point  sur  le  plan  horizontal,  il  faut  obtenir  en 
fonction  de  t,  soit  r  et  ^,  soit  x  et  y. 

D'abord  l'équation  (16)  fait  connaître  ip  ;  et  pour  avoir  /•, 
il  suffira  de  recourir  à  la  formule 

r-  <l-l  =r  (' r/r  =  ka  v.dt , 

et  de  substituer  à  —  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i5);on 
trouvera  ainsi 
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Les  équations  (16)  et  (17)  résolvent  la  question.  On  ob- 
tiendra l'équation  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le 
plan  horizontal ,  en  éliminant  t  entre  ces  équations ,  ce  qui 
conduit  à 

rt2a282 

r~  = • 

y?  sin2-!1  H-  ^cos--^ 

11  est  facile  d'y  reconnaître  l'équation  d'une  ellipse.  On 
l'aura  en  coordonnées  rectangles  en  posant 

x  z=z  r  cos  -\> ,      y  =  r  sin  \J>  ; 

elle  devient  ainsi 

«2J2-r  fi2*2  =  rt'a'S2. 

Ses  demi-axes  sont  a«,Jo;  ils  sont  renfermés  dans  deux 
plans  verticaux  rectangulaires,  dont  l'un  passe  par  le  point 
de  départ. 

Enfin  ,  si  l'on  veut  avoir  x  et  y  en  fonction  de  t ,  il  suffira 
de  substituer  dans  les  formules 

x  =  r  cos  •} ,      y  =  r  sin  -i> , 

la  valeur  de  r  donnée  par  l'équation  (17)  et  les  valeurs  de 
eos<£,  sin^  qu'on  tirera  de  l'équation  (16). 
On  trouve  ainsi 


r  =  a'y.'  cos 


.,y/ï,     j^^sin-.yf. 


On  peut  faire  ici  une  remarque  qui  se  rapporte  à  un  prin- 
cipe général  dont  nous  parlerons  plus  tard.  Elle  tient  à  ce 
que  la  valeur  de  x  ne  dépend  pas  de  ê,  ni  celle  de  y  de  a. 
11  suit  de  là  que  le  mouvement  projeté  sur  l'axe  des  x  est  le 
même  que  si  o  était  nul ,  et  que  le  pendule  écarté  de  la  verti- 
cale d'un  angle  a  fut  abandonné  sans  vitesse  initiale  à  l'action 
de  la  pesanteur.  Semblablemcnt.  le  mouvement  projeté  sur 
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Taxe  des  y  est  le  même  que  si  le  pendule  partait  de  la  verti- 
cale avec  la  vitesse  initiale  donnée,  qui  se  trouvera  dirigée 
suivant  1  axe  des  j'.  Ainsi  ces  deux  causes  de  mouvement , 
savoir,  l'écartement  de  la  verticale  et  la  vitesse  initiale, 
produisent  séparément  leur  effet \  et  Ton  a  la  position  du 
mobile  à  un  instant  quelconque ,  en  composant  les  déplace- 
ments correspondants  à  ce  même  instant,  dans  les  deux 
mouvements  qui  seraient  produits  respectivement  par  cha- 
cune des  deux  causes  agissant  isolément. 


'o' 


CHAPITRE  VIL 

TRAVAIL    D'UNE    FORCE.    —    FORCE    VIVE. 

321.  Pour  faire  comprendre  simplement  l'origine  de  la 
dénomination  de  travail ,  supposons  que  Ion  emploie  des 
hommes  ta  élever  directement,  d'un  mouvement  uniforme, 
du  minerai  du  fond  d'un  puits  à  la  surface  du  sol.  Il  est 
('■vident  que  chacun  de  ces  hommes  fera  constamment  un 
même  effort  égal  au  poids  du  corps  qu'il  élève  ;  le  temps 
pendant  lequel  il  devra  être  employé  sera  évidemment  pro- 
portionnel au  poids  total  qu  on  veut  qu'il  élève,  et  à  la  hau- 
teur dont  il  aura  été  élevé.  Ainsi,  ce  que  l'on  appelle  vul- 
gairement le  travail  de  chacun  de  ces  hommes,  et,  par 
suite,  la  dépense,  sera  une  quantité  proportionnelle  a  ce 
poids  et  à  la  hauteur;  c'est-à-dire  à  la  force  verticale  qui 
agit,  et  à  la  quantité  dont  s'élève  son  point  d'application. 

C'est  d  après  des  considérations  de  ce  genre  qu'on  a  été 
conduit  à  donner  le  nom  de  travail  d'une  force  au  produit  de 
cette  force  par  le  chemin  parcouru  par  son  point  d'applica- 
tion, lorsqu'il  est  déplacé  suivant  la  direction  de  cette  force. 

En  examinant  le  cas  moins  simple  où  le  point  d'applica- 
tion de  la  force  ne  se  meut  pas  dans  la  direction  de  cette 
force,  on  a  reconnu,  comme  nous  le  ferons  voir  plus  tard. 
que  l'utilité  produite  et  la  dépense  occasionnée  sont  pro- 

I.  ->(i 
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portionnelles  au  produit  de  la  force  par  le  chemin  parcouru 
par  sou  point  d'application  dans  le  sens  de  la  force;  ou,  en 
d'autres  termes,  par  la  projection  de  ce  chemin  sur  la  di- 
rection de  la  force.  C'est  à  ce  produit  qu'on  a  donné  géné- 
ralement le  nom  de  travail  de  la  force. 

D'après  cette  définition,  le  travail  sera  mesuré  par  le 
nombre  i  lorsque  la  force  sera  égale  à  l'unité,  et  que  son 
point  d'application  se  déplacera  dune  longueur  égale  à 
l'unité  dans  le  sens  de  la  force.  Ainsi  l'unité  de  travail  est 
le  travail  correspondant  à  un  poids  de  i  kilogramme  élevé 
verticalement  de  i  mètre. 

C'est  dans  le  calcul  de  l'effet  des  machines  que  la  consi  - 
dération  du  travail  se  présente  le  plus  naturellement.  Mais 
nous  croyons  devoir  en  parler  dès  à  présent,  parce  que  les 
remarques  que  nous  ferons  dans  des  cas  simples ,  prépare- 
ront naturellement  aux  considérations  plus  générales  que 
nous  devons  renvoyer  après  l'étude  du  mouvement  des  sys- 
tèmes. La  quantité  de  travail  d'une  force  est  regardée  comme 
positive  lorsque  la  projection  du  déplacement  du  point  est 
dans  la  direction  de  la  force  ,  ou  lorsque  le  déplacement  fait 
un  angle  aigu  avec  cette  direction.  Il  est  négatif  dans  le 
cas  contraire,  qui  est  celui  de  l'angle  obtus;  il  est  nul 
si  l'angle  est  droit,  c'est-à-dire  si  le  point  ne  se  meut  ni 
dans  le  sens  de  la  force  ni  en  sens  contraire. 

Si  la  force  n'est  pas  constante,  on  est  obligé,  pour  cal- 
culer le  travail  produit  d'après  la  définition  précédente,  de 
partager  le  mouvement  en  intervalles  infiniment  petits,  pen- 
dant chacun  desquels  la  force  pourra  être  considérée  comme 
constante;  et  le  travail  total  sera  la  somme  des  quantités 
élémentaires  de  travail,  c'est-à-dire  l'intégrale/Pr/y  cos<p 
prise  entre  les  deux  limites  extrêmes;  P  désignant  la  force 
variable,  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite,  et  <p  l'angle  de 
la  direction  du  mouvement  avec  celle  de  la  force  P. 
Telle  est  la  manière  dont  nous  entendrons  toujours,  tant 
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en  signe  qu'en  grandeur,  le  travail,  élémentaire  ou  fini, 
(1  une  force  quelconque. 

322.  Nouvel  énoncé  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
—  On  voit  que  le  moment  virtuel  d  une  force  ne  diffère  pas 
de  la  quantité  de  travail  élémentaire  de  cette  force  corres- 
pondante au  déplacement  virtuel  de  son  point  d'applica- 
tion. On  peut  donc  énoncer  de  cette  manière  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  : 

Lorsquun  système  quelconque  de  points  est  en  équi- 
libre, la  somme  algébrique  des  quantités  de  travail  de 
toutes  les  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  infi- 
niment petit,  compatible  avec  les  liaisons  du  système. 

Et,  réciproquement,  si  cette  somme  est  nulle  pour  tout 
déplacement  possible,  le  système  est  en  équilibre. 

323.  Travail  de  la  résultante  de  forces  quelconques.  — 
Lorsque  des  forces  appliquées  à  un  système  rigide  ont  une 
résultante,  elles  se  trouveraient  en  équilibre  si  Ton  intro- 
duisait une  force  égale  et  opposée  à  cette  dernière.  La 
somme  des  quantités  de  travail  virtuelles  serait  donc  nulle, 
et ,  par  conséquent,  le  travail  virtuel  de  la  force  introduite 
est  égal,  au  signe  près,  à  la  somme  de  ceux  qui  corres- 
pondent aux  forces  données.  Et  comme  cette  force  et  la  ré- 
sultante, étant  égales  et  contraires,  donnent  des  quantités 
de  travail  égales  et  de  signes  contraires,  on  arrive  à  eette 
conséquence  : 

Le  travail  de  la  résultante  de  forces  appliquées  à  un 
système  rigide  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  tra- 
vaux des  composantes  pour  fout  déplacement  infiniment 
petit  de  ce  système. 

Dans  cet  énoncé,  les  forces  sont  considérées  comme  né- 
cessairement positives.  Or  il  est  souvent  utile  d'introduire 
les  composantes  des  forces  parallèlement  aux  axes  de  coor- 
données, et  l'on  a  alors  à  traiter  des  forces  positives  ou  né- 
gatives, ^ous  avons  discuté  eette  question  (n°  89)  pour  les 
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moments  virtuels  :  il  est  donc  inutile  d'y  revenir  pour  les 
quantités  de  travail ,  qui  n'en  différent  pas,  et  la  quantité 
élémentaire  de  travail,  positive  ou  négative,  d'une  force 
qui  a  pour  composantes  X,  Y,  Z,  sera 

Xdx  +  Yfif  ■+■  Zdz, 

dx,  dj,  dz  étant  les  composantes,  positives  ou  négatives, 
du  déplacement  du  point  d'application  de  cette  force. 

324.  Force  vive.  —  Considérons  d'abord  le  mouvement 
rectiligne  d'un  point  ayant  pour  masse  m,  et  soumis  à 
l'action  d'une  force  motrice  F.  On  aura  l'équation 

m  - —  =  t . 
df1 

Le  travail  élémentaire  de  cette  force  correspondant  à  l'es- 
pace parcouru  dx  est  Fdx:  et  l'équation  précédente  donne 

(i)  Fdx  =  m  — —  dx  =  4-  d.  mu1. 

v  désignant  toujours  la  vitesse,  ou  — •  On  voit  donc  que 

l'accroissement  infiniment  petit  du  travail  de  la  force  est 
égal  à  la  moitié  de  l'accroissement  de  la  quantité  m^2.  On 
a  donné  à  cette  quantité  mv~  le  nom  de  force  vive  du  mo- 
bile. Cette  dénomination  est  impropre,  puisque  le  produit 
d'une  masse  par  le  carré  d'une  vitesse  n'a  aucun  rapport 
avec  la  mesure  d'une  force  ;  mais  nous  la  conserverons 
pour  éviter  les  inconvénients  attachés  au  changement  de 
nom ,  et  parce  que  d'ailleurs  elle  ne  peut  induire  en  erreur, 
dès  qu'on  s'est  bien  entendu  sur  sa  signification. 

L'équation  (i)  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
Dans  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  libre,  le  tra- 
vail élémentaire  de  la  force  nui  agit  sur  lui,  est  égal  à  la 
moitié  de  l'accroissement  correspondant  de  la  force  vive 
de  ce  mobile. 

Si  la  force  F  varie  d'une  manière  quelcoiique  avec  la 
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position  du  point,  et  même  avec  le  temps,  la  proposition 
précédente  aura  toujours  lieu  pour  les  intervalles  infini- 
ment petits,  dans  lesquels  on  pourra  décomposer,  soit  un 
temps,  soit  un  espace  fini.  Désignons  par  v0  et  v  les  valeurs 
de  la  vitesse  au  commencement  et  à  la  fin  de  cet  intervalle, 
on  aura,  en  faisant  la  somme  des  équations  (i)  relatives  à 
tous  les  éléments  qui  le  composent, 

(2)  \mvi — \mv\=fYdx. 

La  somme  f  pourra  s'effectuer  si  F  ne  dépend  que  dex, 
et  si,  dans  ce  cas,  ou  désigne  par  <p  [x)  la  fonction  dont  la 
dérivée  par  rapport  à  x  est  F,  et  par  x0  et  x  les  valeurs 
extrêmes  de  l'abscisse,  l'équation  précédente  devient 

i  m-/1  —  I  mv\  =  <p  {x)  —  ©  (x0). 

Mais  dans  tous  les  cas  possibles ,  comme  le  second  membre 
fFdx  est  la  somme  des  quantités  de  travail,  positives  ou 
négatives  produites,  dans  tous  les  intervalles  infiniment  pe- 
tits, et,  par  conséquent,  le  travail  total  produit  dans  l'in- 
tervalle fini,  l'équation  (2)  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Dans  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel 
libre,  le  travail  de  la  force  dans  un  intervalle  quelconque 
est  égal  à  la  moitié  de  F  accroissement  correspondant  de  la 
force  vive  du  mobile. 

325.  Relation  entre  la  force  vive  et  le  travail,  dans  le 
mouvement  général  d'un  point.  —  1".  Supposons  d'abord 
le  point  libre  et  sollicité  par  une  force  motrice  F  dont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  soient  X,  Y,  Z;  les  équa- 
tions de  son  mouvement  seront,  en  désignant  par  m  sa 

masse , 

,   v  à'x  d'y  d'z 

(1)  m  — —  =  X,      m  — —  =  Y,      m— —  =  L. 

dt*  dt*  dt: 

Or,  d'après  ce  que  nous  avons  avons  démontré  (n°323), 
le  travail  de  la  force  F,  pour  un  déplacement  ayant  pour 
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composantes  dx,  dy,  dz  ,  est 

Xrfa?H-  Yf/y  +  Zdz, 

expression  que  Ton  obtiendra  en  ajoutant  les  équations  (i) , 
après  avoir  multiplié  la  première  par  dx,  la  seconde  par  Jy 
et  la  troisième  par  dz.  On  trouve  ainsi 

/d-x   ,  diy    ,  d*z    ,  \ 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  m  (■-—  dx  +  -^dy  +  —  rf»j  , 

ou 

Le  premier  membre  est  le  travail  de  la  force  F,  ou  la  somme 
algébrique  des  quantités  de  travail  des  forces  dont  F  serait 
la  résultante.  L'équation  (a)  exprime  donc  le  théorème  sui- 
vant : 

Dans  le  mouvement  d'un  point  libre,  la  somme  des 
quantités  élémentaires  de  travail,  relatives  aux  différentes 
forces  qui  y  sont  appliquées,  est  égale  à  la  moitié  de 
V  accroissement  correspondant  de  la  force  vive  du  mobile. 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  tout  intervalle  infiniment 
petit,  a  lieu  pour  une  somme  quelconque  d'intervalles ,  et, 
par  conséquent,  pour  un  intervalle  fini  5  ce  qui  donne  la 
proposition  suivante  : 

La  somme  des  quantités  de  travail  des  différentes  forces 
appliquées  à  un  point  matériel  libre,  pendant  un  temps 
fini  quelconque ,  est  égale  à  la  moitié  de  l'accroissement 
de  la  force  vive  de  ce  point,  dans  ce  même  intervalle. 

Lorsque  les  composantes  totales  X,  Y,  Z  seront  les  dé- 
rivées partielles  d'une  même  fonction  cp  (x ,  y ,  z) ,  l'expres- 
sion Xdx  -f-  Y dy  -h  Zdz  sera  égale  à  d .y  (x ,  y,  z) ,  et 
l'équation  (2)  pourra  être  intégrée.  En  désignant  pas  x0 , 
)  o5  -z0,  v0  les  valeurs  de  x,  y,  z,  v  relatives  au  commence- 
ment de  l'intervalle  arbitraire  que  l'on  considère,  l'équa- 
tion (2),  intégrée  jusqu'à  une  limite  quelconque,  corres- 
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pondante  aux  coordonnées  x,  jv-,  z  ,  donnera 

(3)  7  m»-  —  \mv\  =  y(x,  y,  z)  —  <p(a;0,  j0,  z0). 

2°.  Supposons  maintenant  le  point  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  qui  n'exerce  sur  lui  aucun 
frottement,  et  qui  ne  produit,  par  conséquent,  qu'une 
force  normale  à  la  trajectoire.  Soient  encore  X,  Y,  Z  les 
composantes  totales  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur 
le  point. 

En  joignant  à  ces  dernières  forces,  celle  que  produit  la 
courbe  ou  la  surface ,  le  point  peut  être  considéré  comme 
libre,  et  l'équation  (2)  s'appliquera,  en  comprenant  la  force 
normale  parmi  toutes  celles  qui  entrent  dans  le  premier 
membre.  Mais  le  travail  élémentaire  d'une  force  normale 
à  la  trajectoire  est  nul ,  puisque  la  projection  de  l'arc  infi- 
niment petit  sur  la  normale  est  nul.  Il  ne  reste  donc  dans 
le  premier  membre  que  le  travail  des  forces  extérieures  ;  et 
l'on  a  encore,  dans  ce  cas  , 

(4)  Xdx  +  Ytfy-{-Zdzz=\d.miit, 

et  si 

X dx  -h  Xdy  -f-  Zdz  =  d . «p  ( x ,  y,  z)  , 

il  s'ensuivra 

(  5  )  {  rm*  —  i  im'l  =s  <?  (x ,  7,  z)  —  <f  [xt,  y0 ,  z0). 

On  voit  donc  que  la  relation  entre  le  travail  des  forces 
extérieures  et  la  force  vive  d'un  point  matériel,  est  la 
même ,  soit  que  ce  point  soit  libre,  soit  qu'il  se  meuve  sur 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  sans  frottement. 
Si  la  pesanteur  est  la  seule  force  extérieure ,  on  a 

X  =  o,      Y  =  o ,      Z  =  —  m^ , 

et  l'équation  (5)  devient 

7 ///(-—  \ntvl=z  mg(zt—z). 
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On   retrouverait  ici  les   propositions  démontrées  dans  le 

n°  263;  il  est  inutile  de  les  reproduire  de  nouveau. 

CHAPITRE  VIII. 

PRINCIPE   DE   LA    MOINDRE   ACTION. 

326.  Lorsqu'un  point  libre,  ou  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  fixe ,  est  soumis  à  l'action  de  forces  telles 
que  l'on  ait 

X.dx  -h  Ydy  +  Zr/z  =  d.uj  (x,y,  z), 
et ,  par  suite , 

(>2=  2.y(x,y,  z)  -f-C, 

la  courbe  qu'il  décrit  jouit  de  la  propriété  remarquable, 
qu'en  prenant  pour  v  cette  valeur  en  x,  y,  z,  l'inté- 
grale J  vas ,  prise  entre  deux  points  quelconques  A  et  B 
de  cette  courbe,  est  moindre  qu'elle  ne  le  serait  pour  toute 
autre  courbe  terminée  aux  deux  points  A ,  B ,  et  assu- 
jettie à  rester  sur  la  surface  fixe,  quand  le  point  s'y  trouve 
lui-même  assujetti.  Il  s'agit  donc  de  démontrer  que 
,/V2<p  (x,y,  z)  4-C.  ds  est  un  minimum  quand  x,  y,  z 
satisfont  aux  équations  de  la  trajectoire;  et  pour  cela  il 
faut  prouver  que  la  variation  à  fvds  est  nulle,  v  représen- 
tant s]o.y  (x,  y,  z)  -(-  C.  Remarquons  d'ailleurs  que  si  l'on 
fixait  la  courbe  quelconque  que  l'on  considère  entre  A 
et  B,  et  qu'on  assujettît  le  point  matériel  à  y  rester,  en 
le  soumettant  à  Faction  des  mêmes  forces  extérieures, 
sa  vitesse  serait  toujours  donnée  par  la  même  formule 
sjiy  (x,  y,  z)  H-  C.  Or  le  calcul  des  variations  donne 

8fvds=f8{»ds)  =f(§vds  -h  vSds), 
toutes  ces  intégrales  étant  prises  entre  les  deux  points  A 


et  B.  Or 

et  l'équation 
donne 
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'jt'ds  =  ('Or  dt  =  j  o     I  "j  dt , 

.  v"-=  2<p  (x,  y,  z)  -f-  C 


et  il  faut  remarquer  que  dans  X,  Y,  Z  les  valeurs  de 
.r,  }-,  z  se  rapportent  aux  points  de  la  trajectoire,  et  que 
x  H-  dXj  y  H-  <?/,  z  +  oz  sont  celles  des  points  correspon- 
dants de  la  courbe  infiniment  voisine. 

Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe,  on 
a  à  chaque  instant 

d-x  d1  y  d2  z 

—r-,  =  X  -I-  N  cos  ). ,  -t=-  =  Y  -(-  >"  cos  u. ,  — —  =  Z  -+-  >T  cos  v  ; 
dt-  dt*  dt7 

et  s'il  est  libre,  il  suffira  de  supposer  X  =  o  dans  ces 
équations ,  qui  peuvent  ainsi  représenter  les  deux  cas.  On 
en  déduit 

v  »  «,«  ,  ,  d2x  ^  d-y  d*Z  . 

Xoj  +i'J/  -h  Loz=z  ——  ox  -+-  -—  §y  +-7-7  °z 

—  >"  (oJTCOS  X  -h  cî  J  COS  fX  +  Sz  COS  v  ). 

Or,  la  dernière  partie  du  second  membre  est  nulle  si  le 
point  est  libre,  parce  qu'alors  >  =  o.  Elle  est  nulle 
encore  si  le  point  étant  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
fixe,  la  courbe  infiniment  voisine  est  aussi  assujettie  à  s'y 
trouver,  parce  que  la  droite  qui  joint  deux  points  corres- 
pondants étant  perpendiculaire  à  la  normale  dont  les 
angles  avec  les   axes  sont  / ,  p. ,   v  ,  on  a 

Sx  cos  X  -f-  oy  cos  u.  +  3z  cos  v  =  o. 
On  aura  donc,  dans  ces  deux  cas, 


Xox  -+-  Y3  y  -4-  Z'îz  r=  — —  Sx  H -^-  ov  -f-  -^—  ôz 

ci7  r// 


rf3/  B  d'z 

dp 
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et ,  par  suite , 

(  d2X    .  d7  Y   .  <72Z    .     \ 

»»•*  =  *  (*r'-  +  -SF*.»'+*r'')- 

Maintenant  de  l'équation 

d.S  =  c/x3  -+-  r//2  -f-  dz- 
on  déduit 

rfj  8  ds  =  dx  d  dx  -+-  dySdy  -f-  f/z  5  r/z  ; 

d'où,  en  divisant  par  dk,  et  intervertissant  les  caractéris- 
tiques o  et  <7, 

f/j7  <7j  rfz 

vô  as  =  -—  do  x  -\ «  o  k  H — -  d  àz. 

dt  de  <fr 

Réunissant  les  deux  parties  de  la  variation  de  Jvds,  on 
obtient 

/  rfj;  r/j  </z 

=      —  dx+— 6/+-  dz 
\rfr  rff     J  dt 

et  cette  dernière  expression  doit  être  prise  aux  deux 
limites  de  l'intégrale.  Or,  elle  y  est  nulle,  puisque  les  deux 
points  extrêmes  étant  fixes,  dx,  èy,  d z  y  sont  nuls 5  et  il 
suffirait  même  que  le  déplacement  de  ces  deux  points  s'ef- 
fectuât suivant  une  direction  perpendiculaire  à  la  trajec- 
toire, pour  que  Ion  eût,  en  chacun  d'eux, 

dx  »       dy  s    ,  dz  s 

—  ox  -\ — —  àr  -h  —  03  =  o. 
dt  dt     J         dt 

La  variation  ojvds  étant  nulle,  l'intégrale  fvds  sera,  en 
général ,  minimum  ou  maximum.  La  question  ne  comporte 
pas  de  maximum  j  mais  il  pourrait  se  faire  qu'il  n'y  eût  pas 
non  plus  minimum. 

327.   Quand   le   mobile  est   assujetti  à  rester  sur  une 
surface  fixe  et  n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure, 
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sa  vitesse  est  constante,  et  j'vds=zvs;  donc  l'arc  par- 
couru est  un  minimum  entre  deux  quelconques  de  ses 
points,  et,  par  conséquent,  le  temps  employé  à  le  par- 
courir est  aussi  minimum. 

328.  Application  au  mouvement  d'un  point.  — La  tra- 
jectoire décrite  par  un  point  libre,  ou  assujetti  à  rester  sur 
une  surface,  satisfaisant  à  la  condition  de  minimum  pour 
l'intégrale  J '  vds ,  lorsque  l'on  a 

Xdx  -h  Ydy  -+-Zd»—  d.<?(x,y,  z) , 

on  peut,  en  exprimant  cette  condition,  parvenir  aux 
équations  de  cette  ligne.  Considérons  d'abord  le  cas  d'un 
point  libre. 

En  mettant  pour  v  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

"J=  aj(*>.Ti  z)  -r  C, 
il  faudra  écrire  les  conditions  de  minimum  de  l'intégrale 


J d dx2  -h  dy1  -+-  dz1  \/2<p(x,  r,  z)  -+-  C. 

Les  règles  du  calcul  des  variations  conduisent  aux  équa- 
tions suivantes  : 

Xds  _     f    dx\         Yds  _      I    dy\         Zds  _       /    dz\ 

v  \    ds  J  v  \    dz  j  '         v  \    ds  J 

On  sait  que  ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux,  et  ce 
sont  celles  de  la  trajectoire,  en  remplaçant  v  par  sa  valeur 
en  x, y,  z.  Si  l'on  effectue  les  différcntialions,  en  prenant 
.v  pour  variable  indépendante  ,  on  obtient 


*="rtl 

(*£+*! 

r="£-4' 

(*£-"*£ 

t  d7  z        dz 
d\:          ds 

(**  +  *£ 
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Si   l'on  multiplie  la  première  par  -—•>  la  seconde  par  —  ? 

et  qu'on  les  retranche;  qu'ensuite  on  multiplie  la  première 

dz       ,  .  . ,  dx  ,        ,  , 

par  —  et  la  troisième  par  —  >  et  qu  on   les  retranche,  on 

1       ds  x       as 

aura  les  deux  équations  suivantes,  qu'on  pourra  encore  con- 
sidérer comme  celles  delà  trajectoire: 

dx         ,  dy  (  dx  \ 2     '  dx 


ds  ds  \  ds  J        ds 

d.— 
„dx       „  dz  ( dx\*     ' dx 

Z X — =p-(— 

ds  ds  \ds  J       ds 

Si  1  on  veut  prendre  x  pour  variable  indépendante,  et  qu'on 
multiplie  les  deux  membres  de  ces  équations  par  —  -, 
on  aura 

dx  \(ls  J    dx- 

dz  /  dx\2  d2  z 

dx  \ds  /    dx2 

Ces  équations  rentrent  dans  celles  que  nous  avions  déjà 
obtenues  en  partant  des  équations  du  mouvement  d'un 
point  sur  une  surface  ;  il  suffira,  pour  les  en  déduire,  de 
supposer  nulle  la  force  provenant  de  la  surface.  On  les  in- 
tégrera après  avoir  remplacé  v1  par  i  ç  (x,  y,  z)  -+-  C,  et  X, 
Y,  Z  par  leurs  valeurs  données  en  fonction  de  x ,  y,  z. 

Le  principe  de  la  moindre  action  donnerait  de  même  les 
équations  de  la  trajectoire  quand  le  point  est  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  surface  fixe. 

329.  Si  l'on  considère  un  point  libre  sollicité  vers  un 
centre  fixe  par  une  force  dépendante  seulement  de  la  dis- 
tance, la  courbe  est  plane  ,  et  l'on  peut  se  borner  à  deux 
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coordonnées  xt  y\  de  plus  ,  Xdx  -b  Ydy  est  une  différen- 
tielle exacte  ,  de  sorte  que  le  principe  de  la  moindre  action 
a  lieu  ,  et  on  peut  l'appliquer  à  la  détermination  de  la  tra- 
jectoire. Mais,  dans  ce  cas,  il  sera  plus  simple  d'employer 
un  système  de  coordonnées  polaires  r,  9  en  prenant  pour 
pôle  le  centre  d'action. 

Soit  qp  la  force  dirigée  vers  le  centre,  on  aura  ,  en  suppo- 
sant la  constante  renfermée  dans  l'intégrale  indéfinie, 


<>'  =  —  2/<p  dr,      ds  =  \jdr7  -+-  r7  dQ7, 
et  1  intégrale  qu'il  faudra  rendre  minimum  sera 

/  \/dr3-i-  r7d07  \J—lfydr. 
Le  calcul  des  variations  conduit  à  l'équation 


d 


r*dù\j — zffdr 


\Jdr7  -t-  r7dP 
ou 

r7  dQ  \f —  2  fydr 
Sdr7  +  r2dV 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 
On  tire  de  là 


dr- 
\r>d  rp 
ou 


fydr=—- 


■U 


fadr= —  + 

La  force  tf  étant  donnée  en  fonction  de  r  ,  f<fdr  sera  une 
fonction  connue  de  /•,  et  l'on  aura  ainsi  l'équation  polaire 
de  la  trajectoire,  que  nous  retrouverons  plus  tard  par  une 
autre  méthode. 
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CHAPITRE  IX. 

DES    FORCES    QUI    PEUVENT    PRODUIRE    LE    MOUVEMENT 
RELATIF   D'UN    POINT. 

330.   Le  problème  que  nous  nous  proposons  est  celui-ci  : 

Étant  données  les  forces  et  les  diverses  conditions  par 
lesquelles  est  déterminé  le  mouvement  absolu  d'un  jjoint 
matériel  ;  étant  donné  en  outre  le  mouvement  absolu  d'un 
système  rigide  :  trouver  les  forces  et  les  diverses  condi- 
tions qui  détermineraient  sur  ce  point  un  mouvement  ab- 
solu, identique  à  son  mouvement  relatif  au  système. 

Ainsi,  nous  voulons  faire  rentrer  la  considération  du  mou- 
vement relatif  dans  la  considération  plus  simple  du  mou- 
vement absolu  ;  et  nous  cherchons  comment  il  faut  modifier 
les  données  du  mouvement  absolu  du  mobile  pour  que  le 
mouvement  absolu  qui  en  résultera  soit  identique  à  celui 
que  ce  point  a  par  rapport  au  système. 

Soient  AX  ,  AY,  AZ  trois  axes  fixes  de  coordonnées ,  et 
A'X',  A'Y',  A'Z'  trois  axes  liés  au  système,  et  auxquels 
nous  rapportons  les  positions  du  mobile  ;  de  sorte  que  son 
mouvement  absolu  est  déterminé  par  les  valeurs  successives 
de  x,  y,  z\  et  son  mouvement  relatif  au  système,  par  les 
valeurs  de  x',  y',  z'. 

L'état  initial  donné,  tant  pour  le  point  que  pour  le  sys- 
tème, que  nous  réduirons  aux  axes  mêmes  X/,  Y',  Z',  fera 
connaître  à  ce  même  instant  l'état  initial  relatif;  c'est-à-dire 

i  i  i       /        /       /    dx      dy'      dz' 

les  valeurs  dex,  y  ,  z  ,  —r  •>  —  j  —-• 
' J  '       '    dt       dt        dt 

Ainsi  déjà  on  connaît  l'état  initial  du  point  dans  le  mou- 
vement absolu  qui  serait  identique  au  mouvement  relatif 
en  question.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  déterminer  la  force 
accélératrice  qui  doit  être  appliquée  à  chaque  instant  au 
point  dans  ce  mouvement  absolu. 
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Or  nous  savons  comment,  dans  tout  mouvement  absolu, 
la  force  accélératrice  est  déterminée,  en  grandeur  et  en  di- 
rection, par  la  déviation.  En  appliquant  cette  règle  à  la 
déviation  relative  du  point,  qui  n'est  autre  chose  que  la 
déviation  dans  le  mouvement  absolu  que  nous  cherchons, 
nous  connaîtrons  la  force  qu'il  faudra  supposer  appliquée 
au  mobile  parlant  d'un  état  initial  identique  à  son  état  ini- 
tial relatif,  pour  avoir  un  mouvement  absolu  identique  à 
son  mouvement  relatif.  Et  c'est  cette  force  que  nous  dési- 
gnerons sous  le  nom  de  force  relative.  11  suffira  donc,  pour 
avoir  la  solution  de  la  question  qui  nous  occupe,  de  se 
rappeler  la  décomposition  que  nous  avons  faite  précédem- 
ment, de  la  déviation  relative  (n°  243). 

Cette  décomposition  étant  faite  suivant  la  même  loi  que 
<elle  des  forces,  si  nous  représentions  la  force  par  la  dévia- 
tion, les  composantes  de  la  force  seraient  représentées  par 
celles  de  la  déviation.  Mais  ce  n'est  pas  par  la  déviation 
même  que  nous  mesurons  la  force  accélératrice,  c'est  par 
l'accélération  du  mouvement  par  lequel  elle  est  censée  dé- 
crite, c'est-à-dire  par  le  quotient  de  cette  déviation  par 

0» 

—  :  cj  désignant  l'intervalle  de  temps  correspondant  à  la  dé- 
viation. Donc  on  aura  les  composantes  de  la  force  accélé- 

(ji 
ratrice  relative  en  divisant  par  —  les  composantes  de  la 

déviation  relative.  On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

La  force  accélératrice  relative  est  la  résultante  de  trois 
autres  forces  accélératrices. 

La  première  est  la  force  donnée  elle-même. 

La  deuxième  est  la  force  d'inertie  développée  par  le 
point  du  système,  qui  coïncide  avec  le  mobile,  à  l'instant 
que  l'on  considère. 

La  troisième  a  pour  valeur  i  w  c0sincî;  v0  désignant 
la  vitesse  relative  du  mobile,  u  la  vitesse  angulaire  du 
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système  autour  de  son  axe  instantané  de  rotation,  et  â 
l'angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  relative  avec 
l'axe  instantané.  La  direction  de  cette  troisième  force  est 
perpendiculaire  au  plan  mené  par  cet  axe  et  la  vitesse 
relative,  et  dans  le  sens  contraire  au  mouvement  de  rota- 
tion :  en  d'autres  termes,  elle  est  l'axe  de  la  rotation  gui 
amènerait  la  direction  de  la  vitesse  relative  vers  celle  de 
l'axe  instantané  par  le  plus  court  chemin. 

Cette  décomposition  de  la  force  relative  est  due  à  M.  Co- 
riolis  ,  qui  a  nommé  force  d'entraï/iementla  seconde  com- 
posante changée  de  sens-,  et  force  centrifuge  composée  la 
troisième  composante.  Le  mouvement  relatif  avait  été  con- 
sidéré d'abord  par  Newton  dans  le  cas  des  planètes  ,  en 
supposant  aux  axes  mobiles  un  simple  mouvement  de  trans- 
lation. Clairaut  avait  examiné  plus  tard  le  mouvement 
dans  un  plan ,  en  supposant  aux  axes  mobiles  un  mouve- 
ment quelconque  dans  ce  plan  ;  mais  il  avait  fait  une  omis- 
sion qui  a  été  corrigée  récemment  par  M.  Bertrand.  M.  Co- 
riolis  est  le  premier  qui  ait  donné  l'expression  générale  des 
forces  fictives  dont  l'introduction  ramène  le  mouvement  re- 
latif à  un  mouvement  absolu. 

331 .  Mais  il  faut  bien  remarquer  que  ces  forces  fictives 
n'étant  pas  données,  et  dépendant  du  mouvement  relatif 
même,  par  les  quantités  v0  et  d1,  rendent  le  problème  extrê- 
mement compliqué.  Celte  décomposition  de  la  force  rela- 
tive,  qui  peut  être  fort  utile  dans  diverses  questions,  n'est 
autre  chose  qu'une  interprétation  des  équations  différen- 
tielles que  l'on  établirait  immédiatement  pour  procéder  à 
la  recherche  des  équations  du  mouvement  relatif:  c'est 
même  ainsi  que  M.  Coriolis  est  parvenu  à  l'expression  des 
composantes  de  la  force  relative.  Et  dans  le  cas  où,  par  la 
nature  des  données,  le  mouvement  absolu  du  point  pourrait 
être  complètement  déterminé  ,  il  ne  faudrait  pas  employer 
la  force  relative,  mais   déterminer  le  mouvement  absolu  ; 
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on  serait  alors  ramené  à  une  combinaison  de  mouvements 
connus,  ce  qui  rentrerait  dans  les  questions  traitées  dans 
le  second  livre.  Dans  les  cas  les  plus  compliqués,  le  système 
des  équations  à  traiter  se  compose  des  trois  équations  du 
mouvement  absolu  du  point ,  et  d'une  ou  deux  équations  de 
condition  où  peuvent  entrer  les  coordonnées  absolues  xy  z, 
les  coordonnées  relatives  x'  y'  z\  et  d'autres  quantités  dé- 
pendantes du  mouvement  de  système  :  on  a  en  outre  les 
équations  qui  lient  les  coordonnées  dans  les  deux  systèmes, 
et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  données  du  temps. 

Si  le  point  est  libre,  ou  si  les  équations  de  liaison  ne 
dépendent  que  de  .r,  y,  z ,  le  mouvement  absolu  peut  être 
déterminé  séparément  ;  mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque 
ces  équations  dépendent  du  mouvement  du  système ,  comme 
cela  arrive  presque  toujours. 

332.  Cas  particulier  où  le  système  n'a  qu'un  mouvement 
rie  translation.  —  Lorsque  le  système  des  axes  mobiles  est 
animé  d'un  simple  mouvement  de  translation,  en  vertu  du- 
quel tous  les  points  ont  des  vitesses  égales  et  parallèles,  va- 
riables suivant  une  loi  quelconque,  et  décrivent  des  courbes 
identiques  quelconques;  la  vitesse  angulaire  w  devient  nulle 
et  la  troisième  composante  de  la  force  relative  disparaît.  La 
proposition  générale  se  réduit  alors  à  la  suivante  : 

Lorsque  les  axes  mobiles  restent  constamment  paral- 
lèles à  eux-mêmes  ,  la  force  accélératrice  relative  est  la 
résultante  de  la  force  accélératrice  donnée  et  d'une  force 
égale  et  de  sens  contraire  à  celle  qui  déterminerait  le  mou- 
vement d'un  quelconque  des  points  du  système. 

Ce  cas  particulier  est  celui  auquel  on  se  borne  ordi- 
nairement dans  les  Traités  élémentaires  de  mécanique;  il 
suffit  au  calcul  du  mouvement  relatif  des  planètes.  Cette 
dernière  proposition  peut  être  immédiatement  établie  sans 
recourir  à  la  proposition  générale  dont  nous  l'avons  déduite  ; 
il  suffirait  de  suivre,  en  partant  des  données  de  ce  cas 
i.  27 
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simple,  la  même  marche  que  pour  le  cas  général ,  et  l'on 
arriverait  de  suite  au  résultat:  nous  ne  nous  arrêterons  pas 
à  ce  détail. 

Si  le  mouvement  de  translation  du  système  était  rec- 
tiligne  et  uniforme,  la  seconde  composante  disparaîtrait 
aussi  ;  et  la  force  relative  ne  serait  autre  chose  que  la 
force  donnée  elle-même. 

333 .  Cas  où  le  sjstème  a  un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme. Application  à  la  terre.  — Dans  le  cas  que  nous  con- 
sidérons, la  force  d'inertie  d'un  point  du  système  rigide, 
ou  la  seconde  composante  de  la  force  relative,  est  précisé- 
ment la  force  centrifuge  en  ce  point  ;  la  troisième  compo- 
sante est  toujours  2raa)y0  sin  cJ1.  Voyons  ce  que  deviennent 
ces  expressions  dans  le  cas  où  le  système  rigide  est  la  terre. 

Le  mouvement  autour  du  soleil  étant  produit  par  une 
force  appliquée  à  toutes  les  molécules,  et  qui  peut  être  re- 
gardée comme  sensiblement  la  même  pour  des  masses  égales, 
quelle  que  soit  leur  position  dans  la  terre,  ne  change  pas 
d'une  manière  appréciable  les  mouvements  relatifs,  et  nous 
en  ferons  abstraction.  Nous  considérerons  donc  la  terre 
comme  ayant  un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour 
de  son  axe  immobile-,  la  rotation  entière  s'effectue  dans  un 
jour  sidéral,  c'est-à-dire  dans  un  temps  exprimé  parle 
nombre  861645  d'où  résulte 
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ce  qui  est  une  très-petite  quantité.  L'angle  à  est  celui  que 
fait  la  vitesse  relative  avec  l'axe  de  la  terre,  ou  le  complé- 
ment de  celui  qu'elle  fait  avec  l'équateur;  de  sorte  que 
vr  sin  à  est  la  projection  de  la  vitesse  relative  sur  l'équa- 
teur. 

En  supposant  la  vitesse  relative  peu   considérable,    la 
troisième  composante  est  très-petite  par  rapport  aux  deux 
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autres*,  et,  si  on  la  néglige  clans  une  première  approxima- 
tion, on  arrive  à  la  proposition  suivante  : 

Le  mouvement  apparent  cl  un  point  à  la  surface  delà 
/erre  peut  être  calculé  en  supposant  la  terre  immobile,  et 
joignant  la  force  centrifuge  à  celles  qui  agissent  effective- 
ment sur  ce  point. 

Si  l'attraction  de  la  terre  est  la  seule  force  agissant  sur 
le  point,  on  retombe  sur  le  résultat  déjà  obtenu  dans  le 
calcul  de  la  force  qui  sollicite  les  corps  à  l'état  de  repos,  en 
tenant  compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre. 

La  composante  que  nous  avons  négligée  produit  des  per- 
turbations dont  nous  ne  parlerons  pas  ici.  C'est  elle  qui 
produit  le  phénomène,  observé  depuis  longtemps  ,  de  la  dé- 
viation des  corps  vers  l'est,  quand  on  les  abandonne  sans 
vitesse  à  l'action  de  la  pesanteur.  C'est  encore  elle  qui  pro- 
duit le  mouvement  du  plan  d'oscillation  du  pendule,  mou- 
vement que  Poisson  avait  pensé  devoir  être  insensible,  à 
cause  de  la  petitesse  de  cette  force ,  mais  que  les  belles  ex- 
périences de  M.  Foucault  nous  ont  fait  connaître. 

334.  Remarque  générale. —  Le  mouvement  relatif  coïn- 
cidant avec  un  mouvement  absolu  dans  lequel  l'état  initial 
serait  le  même  que  l'état  relatif  initial,  et  dans  lequel  la 
force  serait  la  résultante  de  la  force  donnée  et  des  deux 
forces  fictives,  c'est-à-dire  la  force  relative;  il  s'ensuit  que 
toutes  les  propositions  démontrées  dans  le  mouvement  ab- 
solu d'un  point  libre  subsisteront  dans  le  mouvement  relatif 
en  y  considérant  le  point  comme  soumis  à  l'action  de  la 
force  relative.  Nous  allons  en  donner  quelques  exemples. 

335.  Principe  des  aires  dans  le  mouvement  relatif  — 
La  remarque  que  nous  venons  de  faire  nous  donne  immé- 
diatement les  conséquences  suivann is  : 

Lorsque  la  force  relative  d'un  mobile  passe  constam- 
ment par  un  même  point  du  système  en  mouvement ,  la. 

27. 
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trajectoire  relative  du  mobile  est  plane,  et  le  rayon  vec- 
teur, mené  du  point  constant  au  mobile,  décrit  des  aires 
relatives  proportionnelles  aux  temps  correspondants . 

Et  réciproquement  : 

Si  le  rayon  -vecteur  mené  d'un  point  constant  du  sys- 
tème au  mobile,  décrit  des  aires  dont  les  projections  sur 
trois  plans  rectangulaires  liés  au  système  croissent  pro- 
portionnellement aux  temps;  ou,  en  d'autres  termes,  si  la 
trajectoire  relative  d'un  mobile  est  plane  et  que  les  aires 
décides  par  son  rayon  vecteur,  partant  d'un  point  con- 
stant de  ce  plan,  croissent  proportionnellement  au  temps, 
la  force  relative  qui  agit  sur  le  mobile  passe  à  chaque  in- 
stant par  ce  point  constant. 

336.  Equation  des  forces  vives  da?is  le  mouvement  re- 
latif d'un  point  libre.  —  En  considérant  le  mouvement  ab- 
solu qui  est  identique  au  mouvement  relatif  du  mobile,  la 
moitié  de  l'accroissement  de  la  force  vive  dans  ce  mouve- 
ment, pendant  un  temps  infiniment  petit,  sera  égal  au  tra- 
vail des  forces  pendant  ce  même  temps.  Donc,  en  intro- 
duisant les  dénominations  du  mouvement  relatif,  le  travail 
élémentaire  de  la  force  relative  est  égal  à  la  moitié  de  la 
force  vive  relative,  correspondante  au  même  temps.  Or  le 
travail  d'une  force  est  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ses  com- 
posantes ,  et  le  travail  relatif  de  la  troisième  composante  de 
la  force  relative  est  nul,  puisque  cette  force  est  perpendi- 
culaire à  la  vitesse  relative,  et,  par  conséquent,  à  la  tra- 
jectoire relative.  On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Dans  le  mouvement  relatif  d'un  point  libre,  la  moitié 
de  V accroissement  de  la  force  vive,  dans  un  intervalle 
infiniment  petit,  est  égale  au  travail  correspondant  de  la 
force  réelle,  plus  au  travail  de  la  force  d'inertie  que  pro- 
duirait le  point  s'il  était  lié  au  système  à  l'instant  que 
l'on  considère. 

•'Î3T.   Du  mouvement  relatif  d'un  point  qui  n'est  pas 
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libre.  —  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  mobile  dont 
on  cherche  le  mouvement  relatif,  ne  serait  pas  entièrement 
libre.  Il  peut  être  lié  par  une  ou  par  deux  équations,  et  ces 
équations  peuvent  renfermer  d'une  manière  quelconque  le 
temps  ainsi  que  les  coordonnées  absolues  et  relatives  du 
point.  Comme  les  équations  de  transformation  des  coordon- 
nées permettent  d'exprimer  les  unes  au  moyen  des  autres, 
on  peut  supposer  que  ces  équations  ne  renferment  que  le 
temps  et  les  coordonnées  relatives,  par  exemple.  Le  point 
se  trouve  ainsi  assujetti,  par  chaque  équation,  à  rester  sur 
une  surface  variable  avec  le  temps ,  et  donnée  à  chaque  in- 
stant de  forme  et  de  position  par  rapport  au  système  des 
axes  mobiles. 

Cette  surface  produit  à  chaque  instant  une  force  nor- 
male, et,  si  on  la  joignait  aux  forces  qui  agissent  sur  le 
point,  on  pourrait  supprimer  la  surface;  et,  s'il  n'existait 
(tue  cette  seule  liaison,  le  point  pourrait  alors  être  consi- 
déré comme  entièrement  libre,  et  l'on  rentrerait  dans  le 
premier  cas.  D'où  résulte  cette  proposition  : 

Lorsque  le  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
donnée,  variable  de  forme  et  de  position ,  la  force  re- 
lative se  déterminera  comme  dans  le  cas  d'un  point  libre, 
pourvu  que  Von  joigne  à  la  force  donnée  une  force  in- 
déterminée, normale  à  la  surface,  au  point  oit  se  trouve 
le  mobile  et  à  V instant  que  Von  considère. 

Si,  au  lieu  d'une  seule  surface,  on  en  avait  deux,  on 
agirait  de  même  pour  la  seconde,  et  l'on  aurait  une  se- 
conde force  indéterminée,  normale  à  la  seconde  surface. 
Ces  deux  forces  se  composeraient  en  une  seule  indéter- 
minée en  grandeur,  et  assujettie  à  se  trouver  dans  le 
plan  normal  à  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

On  voit  que,  dans  le  cas  où  le  point  est  lié  par  une  seule 
équation ,  il  s'introduit  par  cela  même  une  nouvelle  quan- 
tité  inconnue,  mais  il  s'ajoute  en  même  temps  une  équa- 
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tion  connue  entre  les  coordonnées  et  le  temps.  Si  le  point 
est  lié  par  deux  équations,  il  s'introduit  en  même  temps 
deux  inconnues  5  de  sorte  que  le  nombre  des  inconnues  est 
toujours  égal  au  nombre  des  équations. 

D'après  la  remarque  générale  que  nous  avons  faite  sur 
l'extension  au  mouvement  relatif,  des  propositions  démon- 
trées dans  le  mouvement  absolu,  il  est  presque  inutile  de 
dire  que  l'équation  des  forces  vives  relatives  aura  lieu  lors- 
que le  point  sera  assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou  une 
courbe  de  forme  constante,  et  liée  invariablement  au  sys- 
tème des  axes  mobiles.  Et,  en  effet,  la  force  qu'elle  produit 
étant  normale  à  la  trajectoire  relative  du  mobile,  donne  un 
travail  élémentaire  égal  à  zéro. 

Nous  avons  terminé  l'exposition  des  principes  généraux 
qui  se  rapportent  au  mouvement  d'un  point.  Nous  en  fe- 
rons quelques  applications  importantes  dans  le  livre  sui- 
vant. 


FIN     DE    LA     PREMIERE    PARTIE. 
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